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Предисловие редактора перевода 


Предлагаемая вниманию читателя книга посвящена изложе- 
нию основных понятий и положений теории вероятностей, мате- 
матической статистики и теории случайных процессов. Повышен- 
ный интерес специалистов, проявляемый в настоящее время 
к этим разделам математики, объясняется тем, что большинство 
наблюдаемых явлений и процессов по своей природе являются 
случайными, поэтому для их описания лучше всего подходит 
специальный математический аппарат. Настоящая книга рассчи- 
тана на желающих познакомиться с вероятностными методами 
описания и анализа случайных явлений и процессов, встречаю- 
щихся в повседневной практической деятельности человека. 
По построению и направленности книгу прежде всего следует 
рассматривать как учебное пособие для студентов технических 
вузов и инженеров, впервые приступающих к изучению вероят- 
ностных методов исследований. Однако некоторые ее разделы 
будут полезны и для более широкого круга специалистов. Нако- 
нец, большой круг рассматриваемых вопросов и наличие обшир- 
ного справочного материала делают книгу весьма ценной в ка- 
честве справочника. 

В существенно переработанном и дополненном виде книга из- 
дана за рубежом вторым изданием. К положительным качествам 
книги, отличающим ее от других известных отечественных и зару- 
бежных публикаций, посвященных этой тематике, следует от- 
нести 

методически хорошо отработанное, логически последователь- 
ное и доходчивое изложение материала на достаточном для 
инженерных приложений уровне строгости, 

широкий охват материала из классической теории вероят- 
ностей, математической статистики, теории случайных процессов 
и их преобразований линейными системами, 

удачно подобранные и хорошо оформленные иллюстрации, 
большое число разобранных примеров, наличие в каждой главе 
задач для самостоятельного решения, снабженных ответами, 
значительный объем разнообразных справочных сведений, 
практически исключающих необходимость обращения к другим 
источникам при изучении материала книги и решении задач. 

Первые три главы посвящены теории вероятностей. В них 
дается понятие вероятностей событий как относительной частоты 
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появления этих событий, а затем на упрощенном уровне весьма 
доходчиво рассматривается аксиоматическое определение вероят- 
ности. Исследуются основные вероятностные характеристики, 
а также их обобщение на две и большее число случайных величин, 
введено понятие их статистической зависимости и корреляции. 

В гл. 4, представляющей собой элементарное введение в мате- 
матическую статистику, даны основные определения, относящиеся 
к статистической выборке, рассмотрен метод оценки математичес- 
кого ожидания и дисперсии случайной величины по результатам 
наблюдений, пояснен смысл интервальной оценки параметра и 
приведены основные понятия из теории принятия статисти- 
ческих гипотез. 

Остальная часть книги посвящена изложению основных све- 
дений по случайным процессам и их воздействию на линейную 
систему. В частности, дается классификация случайных процес- 
сов и описываются методы изучения их основных параметров и 
характеристик, рассмотрены корреляционная и взаимнокорре- 
ляционная функции случайных процессов. В заключение рассмо- 
трены оптимальные по двум критериям линейные системы. Разно- 
образные сведения, приведенные в приложениях, будут полезны 
специалистам в области статистической радиотехники, систем 
управления, связи, радио- и гидролокации и т. д. 

Читателю, желающему глубже изучить изложенные в книге 
проблемы, рекомендуем обратиться к перечисленным ниже пуб- 
ликациям. 

Гнеденко Б. В. Курс теории вероятностей. — 5-изд. — М.і 
Наука, 1969. 

Вентцель Е. С. Теория вероятностей. — 3-е изд. — М.: Наука, 
1964. 

Пугачев В. С. Теория вероятностей и математическая статисти- 
ка. — М.: Наука, 1979. 

Чистяков В. П. Теория вероятностей. — 3-е изд. — М.: Наука, 
1987. 

Феллер В. Введение в теорию вероятностей и ее приложения. 

В 2-х томах. — М.: Мир, 1984. 

Крамер Г. Математические методы статистики. — 2-е изд. — 
М.: Мир, 1975. 

Тихонов В. И. Статистическая радиотехника. — М.: Радио и 
связь, 1982. 

Тихонов В. И. Оптимальные методы приема. — М.: Радио и 
связь, 1985. 

Левин Б. Р. Теоретические основы статистической радиотехники. 

В 3-х томах. — М.: Советское радио, 1974 — 1975. 

Рытов С. М. Введение в теоретическую радиофизику. Часть I. — 
М.: Наука, 1976. 

Август 1988 г. 


В. Т. Горяйнов 


Посвящается Лизе Купер и Энн Макгил- 
лем, без поддержки и терпения которых 
это издание не было бы возможно. 


Предисловие 


Это второе издание книги, посвященной основам теории ве- 
роятностей и статистики, случайным процессам и анализу систем, 
входные сигналы которых носят случайный характер. Она напи- 
сана на уровне, доступном студентам старших курсов техниче- 
ских ВУЗов, однако предполагается, что студент знаком с тра- 
диционными методами системного анализа — сверткой и преоб- 
разованиями. Кроме того, для аспирантов и инженеров эта книга 
может служить кратким обзором материала, который ранее встре- 
чался им в разрозненных источниках. 

Настоящее издание отличается от предыдущего несколькими 
аспектами. Во-первых, чтобы обеспечить практическое приме- 
нение понятий теории вероятностей, изложенных в первых трех 
главах, в книгу введен дополнительный материал по статистике. 
По всей книге приведены развернутые объяснения наиболее слож- 
ных понятий, снабженные значительно большим количеством 
примеров. Далее, чтобы читатель мог проверить, как он усвоил 
материал, в каждом разделе помещены дополнительные упраж- 
нения. И наконец, задачи, приведенные в конце каждой главы, 
являются абсолютно новыми и иллюстрируют более широкий диа- 
пазон приложений, чем в предыдущем издании. 

Поскольку книга написана для инженеров, в ней исполь- 
зуется скорее эвристический, чем строго математический подход, 
и читатель найдет множество примеров использования приведен- 
ных в ней понятий при решении технических задач. Однако этот 
подход вовсе не является математически упрощенным, так как 
много внимания уделялось тому, чтобы подчеркнуть ряд трудно- 
стей, что поможет более углубленному изучению предмета, когда 
в этом есть необходимость. По мнению авторов, чтобы процесс 
обучения был эффективным, нужно еще и еще раз возвращаться 
к сложным вопросам; наш учебник предназначен тем, кто впервые 
приступает к изучению теории вероятностей и случайных про- 
цессов, и авторы надеются, что это знакомство будет не послед- 
ним. Поэтому изложение не является исчерпывающим, а посвя- 
щено отдельным темам, которые, как сочли авторы, наиболее 
полезны при решении технических задач. 
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Краткое описание некоторых наиболее важных особенностей 
этой книги поможет установить пределы практического прило- 
жения изложенного здесь материала. В гл. 1 вводятся элементар- 
ные понятия дискретной вероятности: вначале исходя из интуи- 
тивного представления об относительной частоте событий, а за- 
тем на основе более строгого подхода, использующего понятие 
аксиоматической вероятности. Все вводимые понятия поясняются 
простыми примерами, более близкими инженерам, чем традицион- 
ные примеры с извлечением из урн белых и красных шаров. 

В гл. 2 вводится понятие случайной величины, дается пред- 
ставление о функциях распределения и плотности вероятностей, 
математическом ожидании и условной вероятности. Важной осо- 
бенностью этой главы является развернутое рассмотрение раз- 
личных плотностей распределения вероятностей и соответствую- 
щих приложений. В гл. 3 понятие случайной величины распро- 
страняется на ситуации с двумя или более таких величин, а также 
вводятся понятия статистической независимости и корреляции. 

В гл. 4 включен абсолютно новый материал по статистике. 
Довольно подробно рассматривается теория выборки примени- 
тельно к статистическим оценкам; подробно обсуждаются понятия 
математического ожидания и дисперсии выборки. Описывается 
распределение выборки; рассматривается и поясняется на боль- 
шом числе примеров проверки статистических гипотез использо- 
вание доверительных интервалов при принятии решений. Анали- 
зируется задача аппроксимации экспериментальных данных глад- 
кими кривыми и на практических примерах поясняется метод 
линейной регрессии. 

В гл. 5 дано общее обсуждение случайных процессов и их 
классификация. Основное внимание уделяется выбору вероят- 
ностных моделей, которые полезны при решении технических 
задач. Значительное место отведено рассмотрению физического 
смысла классификации различных процессов без излишней мате- 
матической строгости. Уникальной особенностью этой главы, 
свойственной и последующему материалу, является введение 
в практику оценки математического ожидания случайного про- 
цесса по наблюдаемой выборочной функции. 

В гл. 6 описываются свойства и применение корреляционной 
и взаимной корреляционной функций. Для более глубокого по- 
нимания их природы изложение снабжено большим числом при- 
меров. Довольно подробно рассматривается важная задача оценки 
автокорреляционных функций. 

Гл. 7 посвящена частотному представлению случайных про- 
цессов исходя из понятия спектральной плотности. В отличие от 
большинства других источников, где спектральная плотность 
определяется просто как фурье-преобразование корреляционной 
функции, здесь использован фундаментальный подход, позволяю- 
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щий прояснить физический смысл данного понятия. Хотя эта 
глава является самой сложной в книге, авторы убеждены, что 
материал следовало представить именно в такой форме. Препода- 
ватели, которые хотят обойти фундаментальные задачи, могут 
опустить разд. 7.2, а чтобы не нарушалась непрерывность изло- 
жения материала, можно определить спектральную плотность 
просто как фурье-преобразование корреляционной функции. 

Для оценки реакции линейных систем на случайные входные 
сигналы в гл. 8 используются понятия корреляционных функций 
и спектральной плотности. В некотором смысле эта глава является 
кульминационной и особенно важна для инженеров, которым 
приходится пользоваться этими понятиями, поэтому приводится 
много примеров, связанных с практическими задачами и подчерки- 
вающих необходимость применения реалистичных и в то же время 
гибких математических моделей. 

В гл. 9 понятия статистического анализа распространяются на 
системы, которые в определенном смысле можно считать оптималь- 
ными. При рассмотрении классического согласованного фильтра 
для известного сигнала и винеровского фильтра для случайного 
сигнала используется наиболее простой подход. 

Чтобы читатель мог глубже изучить соответствующие вопросы, 
каждая глава снабжена списком литературы. Кроме того, в конце 
каждой главы приводятся разнообразные задачи. В приложениях 
даны таблицы функций, интегралов и другая полезная информация, 
которая поможет читателю при решении задач. 

Упражнения в конце каждого раздела могут оказать дополни- 
тельную помощь в изучении и практическом использовании поня- 
тий и методов, рассматриваемых в настоящей книге. Следует 
относиться к ним как к обязательному материалу и непременно 
выполнить их прежде, чем перейти к следующему разделу. Для 
проверки правильности решений даются ответы, однако не всегда 
в той последовательности, в которой помещены упражнения. Это 
сделано намеренно, чтобы читатель имел возможность поразмыш- 
лять. Благодаря таким упражнениям существенно уменьшается 
число дополнительных задач, которые иначе пришлось бы под- 
бирать самому преподавателю. 

Материал, содержащийся в данной книге, использовался 
в Университете Пердью в курсе с тремя зачетами. При этом ис- 
пользовались не все разделы книги но по меньшей мере девять 
десятых включенного в нее материала. Опускались, как правило, 
разд. 3.6, 5.6, 6.4, 6.9, 7.9 и 9.6, но преподаватель может сам 
решить, какие разделы изучать необязательно. Естественно, можно 
по-разному использовать изложенный в книге материал. К при- 
меру, в течение одного семестра может быть прочитан менее ин- 
тенсивный курс, если кроме указанных выше разделов полностью 
опустить гл. 9. В учебных заведениях, где принята система препода- 
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вания по четвертям, отмеченный материал может быть пройден 
в рамках курса с четырьмя зачетами. Однако если желателен курс 
с тремя зачетами, то кроме указанных разделов можно опустить 
и разд. 1.5 — 1.7, 1.9, 2.6, 3.5, 7.2, 7.8, 7.10 и 8.9, а также целиком 
гл. 9, если преподаватель даст небольшие пояснения, чтобы 
сохранялась непрерывность изложения. 

Авторы считают своим приятным долгом выразить признатель- 
ность как своим коллегам, так и студентам за помощь и поддержку. 
Из-за недостатка места всех их невозможно перечислить. Упомя- 
нем лишь тех, кто внес наиболее ценный вклад в работу над кни- 
гой. В связи с подготовкой первого издания отметим проф. Дж. Лу 
и проф. П. Уинца, а также д-ра Л. Термена (все из Университета 
Пердью). Мы также искренне благодарим проф. Дж. Кеммерли 
(Университет шт. Калифорния, Фуллертон) и проф. Дж. Масси 
(Швейцарский федеральный технологический институт). Их 
многочисленные замечания сильно улучшили книгу. 

При подготовке второго издания немало ценных замечаний 
внесли проф. Э. У. Чандлер (Маркеттский университет) и рецен- 
зенты, приглашенные нашим редактором Деборой Мур: Р. Уильямс 
(Университет шт. Нью-Мексико). Р. Кристиансен (Университет 
Брайхем-Янга), Д. Хили (Технологический институт, шт. Джор- 
джия), X. ван Лэндингем (Политехнический институт, шт. Вир- 
гиния), а также С. Дьянат (Рочестерский технологический ин- 
ститут). Мы особенно благодарим д-ра Ч. Чена за подготовку 
руководства по решению задач и чтение корректур. И наконец, 
последними по порядку, но никак не по весомости внесенного 
вклада следует отметить сотни студентов, которые учились по пер- 
вому изданию книги и высказали свои критические замечания. 


Февраль 1986 г. 


Джордж Р. Купер 
Клэр Д. Макгиллем 
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Введение в теорию вероятностей 


1.1. Применение теории вероятностей в технике 

Прежде чем приступать к изучению элементов теории вероят- 
ностей, целесообразно обосновать необходимость этого, пораз- 
мыслив над тем, действительно ли теория вероятностей применима 
при решении технических задач. Такое обоснование можно дать, 
используя два различных подхода. Первый из них заключается 
в принятии точки зрения, согласно которой подчеркивалась бы 
универсальная физическая сущность понятия вероятность, а тео- 
рия вероятностей не рассматривалась бы как еще одна математиче- 
ская дисциплина, полезная в особых случаях. Второй подход 
связан с тем, что из множества различных ситуаций, встречаю- 
щихся в обычной инженерной практике, можно выделить такие, 
где использование понятия вероятности является обязательным. 

Характерная особенность теории вероятностей состоит в том, 
что она рассматривает явления, где в той или иной форме при- 
сутствует неопределенность. Широко распространенное представ- 
ление связывает неопределенность и, следовательно, вероятность 
с такими ситуациями, как игра в кости, в рулетку, вытаскивание 
карт из колоды и т. п. Поскольку законы теории вероятностей 
известны далеко не всем, а явления, перечисленные выше, могут 
быть достаточно сложными, большинство считает, что теория 
вероятностей представляет собой загадочную и понятную лишь 
избранным область науки, применять которую способны только 
профессиональные математики, а в реальной жизни она имеет 
ограниченную ценность. Теория вероятностей имеет дело с не- 
определенностью, поэтому бытует еще одна точка зрения, суть ко- 
торой в том, что вероятностные методы решения практических 
задач считаются далеко не лучшей заменой более предпочтитель- 
ному точному анализу, так как обращаться к подобным методам 
специалист вынужден якобы в связи с отсутствием достаточно 
полной информации. Оба этих мнения неверны. 

В отношении предполагаемой сложности теории вероятностей 
стоит заметить, что вряд ли есть еще хотя бы одна область мате- 
матики, которая с такой же полнотой базируется на столь огра- 
ниченном наборе легко понимаемых исходных представлений. 
Из дальнейшего рассмотрения станет ясно, что эта теория строится 
всего на трех аксиомах, которые почти очевидны. Как только эти 
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аксиомы и соответствующие выводы из них усвоены, дальнейшие 
представления логически вытекают из них. 

Подход, при котором теория вероятностей рассматривается 
в качестве заменителя строгих аналитических методов, происте- 
кает из практики представлять физические законы детерминисти- 
ческими, нерушимыми и справедливыми при любых обстоятель- 
ствах. Так, предполагается, что, используя закон, предсказываю- 
щий реакцию динамической системы на внешнее воздействие, 
можно добиться абсолютной точности предсказания, если точно 
известно это воздействие. Например, полагают, что закон Ома 
и ( і ) = Яі (0 справедлив для любого момента времени, и на 
макроуровне такое предположение можно считать вполне обосно- 
ванным. Однако на микроуровне оно явно будет неверным — факт, 
который очевиден любому, кто когда-нибудь подключал резистор 
большого номинала к входу усилителя с высоким коэффициентом 
усиления и слышал шумы, появляющиеся в результате этого на 
выходе. 

Исходя из современных физических воззрений и развиваю- 
щихся знаний о природе материи представляется, что подход, 
в рамках которого законы природы считают детерминистическими 
и непреложными, необоснован. В лучшем случае эти законы от- 
ражают «поведение» природы, так сказать, «в среднем». Во мно- 
гих важных ситуациях такое «среднее поведение» достаточно 
близко к тому, что наблюдается на практике, и имеющимися от- 
клонениями можно пренебречь. В таких случаях детерминисти- 
ческие законы особенно ценны, поскольку позволяют предска- 
зать поведение системы без излишних сложностей. В других, 
не менее важных ситуациях случайные отклонения могут ока- 
заться значительными, возможно даже более значительными, чем 
детерминированное действие. В этих случаях следует использо- 
вать аналитические методы, построенные на основе вероятност- 
ных концепций. 

Из приведенных рассуждений должно быть ясно, что так 
называемое «точное решение» вовсе не всегда является точным и, 
более того, представляет собой идеализированный частный слу- 
чай, который на практике никогда не встречается. С другой сто- 
роны, вероятностный подход — далеко не худшая замена точным 
методам решения и наиболее четко отражает физическую реаль- 
ность. Кроме того, он включает в себя результат детерминисти- 
ческого подхода в качестве частного случая. 

Теперь имеет смысл описать типы ситуаций, при которых мо- 
жет использоваться вероятностный подход. В приведенных здесь 
примерах сделан упор на случаи, которые встречаются при ис- 
следованиях систем и отражают тот непреложный факт, что 
применение вероятностных методов расчета при решении практи- 
ческих задач скорее правило, чем исключение. 
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Случайные входные сигналы. Чтобы та или иная физическая 
система могла выполнять определенные функции, к ней обычно 
должно быть приложено какое-то вынуждающее воздействие 
(входной сигнал). В отдельных случаях при анализе таких си- 
стем с методологической точки зрения допустимо рассматривать 
входные сигналы как детерминированные и имеющие простое ма- 
тематическое представление. Однако на практике такие сигналы 
редко встречаются. Напротив, поведение входного сигнала чаще 
всего неопределенно и непредсказуемо, в связи с чем его следует 
рассматривать как случайный. Имеется множество таких приме- 
ров: музыкальные и речевые сигналы, которые служат входными 
для систем связи; случайные цифровые последовательности, по- 
ступающие в ЭВМ; случайные сигналы управления, подаваемые 
на систему управления летательного аппарата; случайные сиг- 
налы, полученные в ходе измерения некоторых характеристик 
изготавливаемого изделия и используемые в качестве входных 
для системы управления технологическим процессом; движения 
рулевого колеса для системы гидроусилителя рулевого управле- 
ния; последовательность нажатия в лифте кнопок вызова и уп- 
равления; число транспортных средств, проходящих мимо кон- 
трольных пунктов системы управления дорожным движением; 
флуктуации температуры снаружи и внутри здания, информация 
о которых подается на вход системы отопления и кондициониро- 
вания, и т. д. 

Случайные возмущения. На входах и выходах многих систем 
кроме полезных сигналов присутствуют нежелательные возму- 
щения. Они почти всегда случайны по своей природе, поэтому 
приходится прибегать к вероятностным методам расчетов даже 
тогда, когда полезные сигналы не требуют этого. Познакомимся 
на нескольких примерах с различными типами таких возмущений. 
Если, к примеру, сигнал с выхода усилителя с большим коэффи- 
циентом усиления подается на громкоговоритель, то последний 
воспроизводит трески, шорохи и щелчки. Причиной этих случай- 
ных шумов служит тепловое движение электронов во входной 
цепи усилителя или случайные изменения числа электронов, 
проходящих через транзисторы. Ясно, что нельзя заранее рас- 
считать шум для каждого момента времени, поскольку он вызы- 
вается буквально миллиардами отдельных случайно движу- 
щихся зарядов. Можно, однако, найти среднюю мощность шума, 
определить его спектр и даже вероятность того, что его наблю- 
даемое значение превысит какой-то заданный уровень. С практи- 
ческой точки зрения для определения качества усилителя знание 
этих количественных параметров важнее информации о формах 
сигналов и их мгновенных значениях. 

Другой пример — работа телевизора или радиоприемника. 
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Помимо шума, генерируемого в них за счет описанного выше меха- 
низма, имеются случайные шумы, принимаемые антенной. Они 
возникают из-за электромагнитных бурь; помех, связанных с ра- 
ботой промышленности и транспорта; космических лучей или 
теплового излучения окружающих объектов и т. п. Следовательно, 
если бы даже и можно было создать идеальные (в определенном 
смысле) приемники или усилители, принятый сигнал все равно 
оказался бы смешанным с шумом. И снова определение средней 
мощности и частотного спектра может принести большую пользу, 
чем знание мгновенных значений сигнала. 

Систему другого типа проиллюстрируем на примере большой 
антенны РЛС, которая при помощи автоматической системы на- 
ведения может устанавливаться в любом положении. В антенне 
под действием ветра возникают случайные силы, которые должны 
компенсироваться автоматической системой наведения. Поскольку 
компенсация не может быть идеальной, всегда имеют место слу- 
чайные флуктуации положения антенны, и важно уметь находить 
их среднее квадратическое значение и спектральный состав. 

Еще одним примером может служить полет самолета в турбу- 
лентной атмосфере или поведение корабля во время шторма или 
перемещение автомобиля повышенной проходимости по пересе- 
ченной местности. Во всех этих ситуациях хаотические возму- 
щающие воздействия, приложенные к сложным механическим 
системам, существуют наряду с необходимыми сигналами управ- 
ления и наведения. Важно знать, какова будет реакция системы 
на эти воздействия. 

Случайные параметры систем. В ряде случаев те или иные пара- 
метры системы могут быть не известны или изменяться случай- 
ным образом. Типичными примерами таких систем являются 
самолеты, нагрузка которых от рейса к рейсу изменяется случай- 
ным образом (в зависимости от числа пассажиров или веса груза); 
системы тропосферной связи, в которых затухание на трассе слу- 
чайно и сильно меняется во времени; электрические энергосети 
нагрузки которых (т. е. энергопотребление) непредсказуемы и 
варьируются в широких пределах; телефонные системы, число 
пользователей которых случайным образом меняется от момента 
к моменту и т. д. 

Существует также множество электронных систем, параметры 
которых носят случайный характер. Например, свойства различ- 
ных полупроводниковых приборов: диодов, транзисторов, логи- 
ческих схем совпадения, сдвиговых регистров, триггеров и т. п. — 
описывают, задавая диапазоны значений наиболее важных пара- 
метров. Какое количественное значение примет соответствующий 
параметр, значение которого лежит в пределах заданного диапа- 
зона, заранее не известно. 
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Надежность систем. В состав любой системы входит большое 
количество различных элементов, и один или несколько из них 
могут выйти из строя, вызвав отказ всей системы или ее части. 
Моменты времени, в которые будут происходить отказы, заранее 
не известны, однако часто можно определить вероятности отказов 
отдельных элементов, а по ним — среднее время наработки на 
отказ. Теория вероятностей широко применяется при исследова- 
нии вопросов надежности, которой при конструировании уде- 
ляется очень большое внимание. По мере усложнения и повы- 
шения стоимости систем, включающих все большее число эле- 
ментов, обеспечить надежность сложнее, и этой проблеме следует 
уделить больше внимания. 

Контроль качества. Важным методом повышения надежности 
систем является улучшение качества отдельных элементов, а 
этого можно добиться введением их проверки. Поскольку проверка 
всех элементов после окончания каждого из этапов процесса 
производства может оказаться слишком дорогостоящей, необхо- 
димо разработать правила проверки отдельных элементов, выб- 
ранных случайным образом. Такие правила основываются на 
представлениях теории вероятностей и служат важной цели под- 
держания качества изделия на заданном уровне при минимальных 
затратах. 

Теория информации. Главная цель теории информации состоит 
в нахождении количественной меры информационного содержания 
сообщений, таких, как печатный текст, речь, изображения, гра- 
фические или численные данные, результаты измерений тем- 
пературы, расстояния, скорости, интенсивности излучения, ко- 
личества выпавших осадков и т. д. Использование такой коли- 
чественной меры необходимо при создании каналов связи, слу- 
жащих для передачи информации и одновременно сочетающих 
в себе низкую стоимость и приемлемый уровень рабочих характе- 
ристик. Поскольку результаты указанных выше измерений и со- 
ответствующие им сообщения почти всегда заранее не известны 
и носят случайный характер, их описание может выполняться 
только с привлечением теории вероятностей. Следовательно, со- 
ответствующая мера информации должна быть вероятностной. 
Кроме того, каналы связи подвергаются воздействию случайных 
возмущений (шума), которые ограничивают их пропускную спо- 
собность, и описание этого процесса также должно быть вероят- 
ностным. 

Из приведенного краткого перечисления ясно, что при реше- 
нии почти любой технической задачи приходится встречаться 
с неопределенностью или случайностью, а это делает теорию ве- 
роятностей необходимым инструментом современного инженера. 
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При статистическом анализе систем всегда нужно описывать 
случайные сигналы и возмущения. Для этого используют два 
основных математических метода. Первым из них, наиболее фун- 
даментальным, является вероятностное описание, в котором слу- 
чайная величина представляется вероятностной моделью. Этот 
метод будет рассмотрен ниже. 

Вероятностное описание случайных сигналов в ходе системного 
анализа непосредственно не применяется, поскольку оно не со- 
держит исчерпывающей информации о том, как эти сигналы из- 
меняются во времени или каковы их частотные спектры. Оно дает, 
однако, возможность получить статистическое описание случай- 
ных сигналов, которое может быть использовано для анализа 
тех или иных систем. В данном случае случайный сигнал характе- 
ризуется статистической моделью, представляющей собой соответ- 
ствующий набор усредненных значений и функций: математическое 
ожидание, среднее квадратическое отклонение, корреляционная 
функция, спектральная плотность и т. д. Точность описания слу- 
чайного сигнала с помощью этих характеристик не так высока, 
как при использовании веростностной модели, однако они более 
пригодны для статистического анализа систем, поскольку могут 
быть вычислены прямыми и относительно несложными методами. 
Мы еще вернемся к рассмотрению этих величин и функций 
в последующих главах. 

Прежде чем применять понятия теории вероятностей и мате- 
матической статистики к системному анализу, необходимо пред- 
варительно выполнить ряд дополнительных шагов. Первый — ■ 
это введение в рассмотрение дискретных случайных величин в рам- 
ках теории вероятностей. Затем следует их распространение на 
непрерывные случайные величины и далее — на величины, яв- 
ляющиеся функциями времени. И наконец, следует ввести ряд 
усредненных значений и функций, связанных со случайными сиг- 
налами. Только после этого можно перейти к рассмотрению спо- 
собов, которые могут использоваться для нахождения реакции 
линейных систем на случайные входные сигналы. 

1.2. Опыты со случайным исходом и случайные события 

Среди основных понятий теории вероятностей понятия опыт 
и событие являются фундаментальными. Опыт — это некоторое 
действие, заканчивающееся некоторым исходом. Исход случай- 
ного опыта не известен до его окончания. Хотя есть строгое мате- 
матическое определение понятия «случайный опыт», достаточно 
глубоко проникнуть в его суть можно, рассмотрев несколько 
примеров таких опытов и их исходов; они перечислены в табл. 1.1. 
Однако необходимо отметить, что возможные исходы часто могут 
быть определены различными способами в соответствии с жела- 
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ниями экспериментатора. В ходе начального обсуждения будет 
рассматриваться однократное выполнение четко определенного 
опыта. Его называют испытанием. 


Таблица 1.1 

Гипотетические опыты и их исходы 


Опыт 

Возможные исходы опыта 

Подбрасывание монеты 

Бросание игральной кости 
Вытаскивание карты из колоды 
Измерение напряжения 

Выпадение решетки или герба 

Выпадение очка 1, 2, 3, 4, 5, 6 

Любая из 52 карт 

Больше нуля или меньше нуля 

Больше 11 или меньше 11 

От І1 г до ІІ 2 или вне диапазона от П, до і/ 2 


Важным понятием, связанным со случайными событиями, яв- 
ляется понятие равновозможности. Например, если мы бросаем 
монету, то ожидаем, что события, связанные с выпадением решетки 
или герба, равновозможны. Аналогично, в случае игрального 
кубика мы считаем равновозможными события, связанные с вы- 
падением любой цифры от 1 до б. Если вытаскивается карта из 
колоды, равновозможным считают появление любой карты из 52. 
Часто вместо термина «равновозможный» употребляют термин 
взятый наугад, являющийся синонимом. Например, когда мы 
говорим: «карта из колоды взята наугад», то подразумеваем, что 
вытаскивание любой из них равновозможно. В общем мы всегда 
полагаем вероятные исходы опыта равновозможными, если не 
видим явных доводов против такого предположения. Ниже будут 
приведены примеры событий, предполагаемых равновозможными 
и неравновозможными. Читатель должен четко понимать, какие 
физические причины приводят к одному из этих предположений. 

Важно также различать элементарные и сложные события. 
Элементарным называется событие, которому может соответство- 
вать только один исход. В качестве примеров могут служить 
подбрасывание монеты или бросание игральной кости, если осо- 
бым образом определить соответствующие события. При подбра- 
сывании монеты события, заключающиеся в выпадении герба или 
решетки, могут произойти только по отдельности. Аналогично, 
при бросании игральной кости событие, заключающееся в выпа- 
дении любого очка от 1 до 6, исключает другие возможные исходы. 
Следовательно, в обоих случаях определяемые события являются 
элементарными. С другой стороны, можно определить события, 
связанные с бросанием игральной кости, которые не будут эле- 
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ментарными. Например, пусть одно из них заключается в выпа- 
дении четного очка, а другое — нечетного. В этом случае каждое 
из событий может иметь место при трех различных исходах опыта, 
и следовательно, они являются сложными. 

Во многих различающихся случайных опытах события могут 
быть определены либо как элементарные, либо как сложные. 
К примеру, если из колоды в 52 карты наугад выбирается одна, 
то возможны 52 элементарных события, каждое из которых со- 
ответствует вытаскиванию определенной карты. С другой стороны, 
событие, заключающееся в том, что масть выбранной карты ока- 
жется «черви» — сложное, поскольку оно имеет место при 13 
различных исходах. Аналогично, событие, заключающееся в вы- 
таскивании любого туза, — сложное, так как к нему ведут 
четыре исхода. Понятно, что имеется множество других способов 
определения сложных событий. 

Говорят, что исходы опыта являются дискретными, если их 
множество является счетным (т. е. если каждому из них может 
быть однозначно поставлен в соответствие номер, выраженный 
целым числом). Во всех рассмотренных примерах фигурировали 
дискретные исходы. Однако во многих опытах множество исходов 
не является счетным. Например, в случае измерения электриче- 
ского напряжения, изменения которого носят случайный харак- 
тер, исходом опыта является величина напряжения, множество 
значений которого будет бесконечным и несчетным. Говорят, что 
в такой ситуации множество исходов образует континуум. При 
таких обстоятельствах понятие элементарного события неприме- 
нимо. 

Можно выполнить более сложные опыты с расширенным на- 
бором возможных исходов. Один из этих опытов может заклю- 
чаться в одновременном бросании десяти монет: ясно, что при 
этом будет наблюдаться множество различных исходов, каждый 
из которых является событием. Другим примером, связанным 
с инженерной практикой, является телефонная сеть, включаю- 
щая 10 000 аппаратов. Событие, состоящее в том, что в данный 
момент времени используется 2000 телефонов, имеет вполне оп- 
ределенную вероятность. Очевидно, возможны и другие события. 

Если до окончания опыта его исход не известен, то последний 
считают случайным событием. Каждому из таких событий можно 
поставить в соответствие определенное число, называемое его 
вероятностью и являющееся мерой возможности совершения 
этого события. Обычно вероятности событий выбирают произ- 
вольно, опираясь на интуитивное представление о возможных 
исходах опыта. К примеру, в случае бросания монеты ожидают, 
что исходы в виде выпадения герба или решетки равновозможны. 
В связи с этим следует предполагать, что и вероятности соответ- 
ствующих событий одинаковы. 


Введение в теорию вероятностей 


19 


1.3. Определения понятия «вероятность» 

Наибольшую трудность при изучении элементов теории вероят- 
ностей представляет принятие удовлетворительного определе- 
ния вероятности. Существуют четыре или пять различных опре- 
делений, которые в свое время были предложены и сейчас исполь- 
зуются с разной степенью успеха. Каждому из них присущи недо- 
статки, связанные либо с принятой концепцией, либо с возмож- 
ными приложениями. Как это ни удивительно, в самом удачном 
варианте вероятность никак не определяют. 

Из всех подходов к определению вероятности чаще всего ис- 
пользуют два: относительно-частотный и аксиоматический. Пер- 
вый из них применяют потому, что в этом случае понятию «вероят- 
ность» пытаются придать некоторый физический смысл и, таким 
образом, связать понятия теории вероятностей с явлениями ре- 
ального мира. Следовательно, приложение этой теории к реше- 
нию технических задач почти всегда выполняется путем обраще- 
ния к концепции относительной частоты события, хотя иногда 
инженер может поступать так неосознанно. 

Ограничение такого подхода заключается в сложности исполь- 
зования его для получения соответствующего математического 
описания в случаях, слишком трудных для анализа с точки зре- 
ния физического их обоснования. Это вовсе не означает, что он 
не может быть употреблен в таких случаях, однако изложенное 
наводит на мысль о существовании более простого подхода к ре- 
шению задач в ситуациях описываемого типа. Таким более про- 
стым подходом оказывается аксиоматический. 

В аксиоматическом подходе вероятность события трактуется 
как некая численная величина, которая удовлетворяет опреде- 
ленным постулатам, но более никак не определяется. Вопрос о том, 
соотносится ли она с явлениями реального мира или нет, не яв- 
ляется поводом для размышлений при развитии математических 
построений, отправной точкой которых служат принятые посту- 
латы. Инженеры могут выдвинуть возражения против такого 
подхода, как искусственного и далекого от реальности, но сле- 
дует помнить, что все здание теории цепей было построено фак- 
тически таким же путем. При этом фундаментальными постула- 
тами послужили законы Кирхгофа и закон сохранения энергии. 
Независимо от того, какие физические величины обозначаются 
абстрактными математическими символами, возникает та же ма- 
тематическая модель, даже в случае полного отсутствия связи 
этих символов с какими-либо физическими величинами. Задача 
инженера состоит в выборе такого способа соотнесения математи- 
ческой модели и явлений реального мира, чтобы получить 
хотя и приближенные, но полезные решения практических 
задач. 
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Из приведенных рассуждений следует, что наиболее подходя- 
щим для инженерных целей подходом к определению вероятности 
должен быть двунаправленный подход, при котором понятие от- 
носительной частоты некоторого случайного события используется 
для соотнесения простых результатов с физической реальностью, 
а аксиоматический подход — для получения математических опи- 
саний, соответствующих более сложным ситуациям. Авторы при- 
держиваются именно этой точки зрения. 

1.4. Относительно-частотный подход 

Как следует из самого названия, этот подход к определению 
вероятности имеет тесную связь с частотой появления определен- 
ных событий. Частота появления любого заданного события ис- 
пользуется для определения численной величины, называемой 
вероятностью этого события и являющейся мерой того, сколь 
велика возможность его возникновения. Предположения о воз- 
можных значениях вероятностей обычно выдвигаются а ргіогі, 
причем они основываются на наших интуитивных представлениях 
о проводимом опыте и равновозможности событий. 

В целях более строгого изложения этой концепции рассмотрим 
выполняемый N раз опыт, имеющий четыре возможных исхода, 
считающихся элементарными событиями Л, В, С, О. Пусть со- 
бытие А случается УѴ А раз, а события В, С, Б — УѴ В , А с и 
раз соответственно. Ясно, что 

+ + + N. (1.1) 

Теперь определим относительную частоту г (Л) события А как 

г (А) = М А /М. 

Из выражения (1.1) следует, что 

г (Л) + г (В) + г (С) + г (Я) = 1. (1.2) 

Представим, что число N неограниченно возрастает. В этом слу- 
чае наблюдается явление, называемое статистическим упорядо- 
чением, и относительная частота г (Л) все меньше варьируется и 
приближается к какому-то постоянному значению Р (Л), которое 
и может считаться вероятностью элементарного события Л, т. е. 

Р(Л) = ІІША(Л). 

Ы-+оо (1.3) 

Из приведенных выше соотношений следует, что 

Р(Л) + Р(В) + Р(С) + Р(Ю)+...+ Р(М)= 1, (1.4) 

и можно сделать следующее заключение: сумма вероятностей всех 
взаимно исключающих (несовместных) событий, которые могут 
наступать в результате данного опыта, должна равняться 1. 
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Сформулированные понятия можно свести к ряду положений: 

1) 0<Р(Л)< 1; 

2) Р ( Л ) + Р (В) + • • • + Р ( М ) = 1 для полного набора вза- 
имно исключающих событий; 

3) вероятность невозможного события равна нулю (например, 
Р (Л) = 0); 

4) вероятность достоверного события равна единице (напри- 
мер, Р {А) =1). 

В целях уточнения смысла некоторых из этих положений про- 
ведем следующий гипотетический опыт. Пусть в большой коробке 
в совершенно произвольном порядке лежат резисторы различных 
номиналов. Допустим, в частности, что 100 резисторов имеет 
номинальное сопротивление 1 Ом, 500 резисторов — 10 Ом, 150 
резисторов — 100 Ом и 250 резисторов — 1000 Ом. Предположим, 
что из коробки наугад берут один резистор. Поскольку в опыте 
фигурируют всего четыре номинала, он может иметь четыре воз- 
можных исхода. Определим вероятности каждого из соответствую- 
щих событий. Будем считать, что они пропорциональны количе- 
ствам находящихся в коробке резисторов различных номиналов, 
выбор которых означает наступление того или иного события. 
Поскольку в коробке всего 1000 резисторов, результирующие 
вероятности будут такими: 

Р (1 Ом) = 100/1000 = 0,1, 

Р (10 Ом) = 500/1000 = 0,5, 

Р (100 Ом) = 150/1000 = 0,15, 

Р (1000 Ом) = 250/1000 = 0,25. 

Обратите внимание, что все они — положительные числа меньше 
единицы, а сумма их равна 1. 

Во многих ситуациях интересно знать вероятность многократ- 
ного события. Пусть монету подбрасывают дважды; возникает 
вопрос: какова вероятность выпадения решетки два раза подряд? 
Вероятность такого события называется совместной вероятностью. 
Имеет смысл предположить, что в рассматриваемой ситуации 
все четыре возможных события (выпадения решетка — решетка, 
решетка — герб, герб — решетка и герб — герб) равновозможны, и 
следовательно, вероятность каждого из них составляет 1/4. В дру- 
гих, более близких к практике случаях дело обстоит сложнее, 
так что для выяснения истинной природы совместной вероятности 
необходимо рассмотреть не такой простой пример. С этой целью 
введем обозначение Р (А, В) для совместной вероятности двух 
случайных событий А и В. 

Пусть в рассмотренном выше примере резисторы в коробке 
различаются не только по номиналам, но и по мощностям рассея- 


22 


Глава 1 


ния. Предположим, что последние могут равняться 1, 2 или 5 Вт. 
Количество резисторов каждой мощности указаны в табл. 1.2. 


Таблица 1.2 

Количество резисторов с различными номинальными сопротивлениями 
и предельными мощностями рассеяния 


Мощность 

рассеяния 

Количество резисторов с номинальным сопротивлением: 

Всего: 

1 Ом 

1 0 Ом 

100 Ом 

1000 Ом 

1 Вт 

50 

300 

90 

0 

440 

2 Вт 

50 

50 

0 

100 

200 

5 Вт 

0 

150 

60 

150 

360 

Итого: 

100 

500 

150 

250 

1000 


Прежде чем обращаться к примеру, который позволит лучше 
понять смысл понятия «совместная вероятность», найдем вероят- 
ности вытаскивания резисторов любого номинала определенной 
мощности рассеяния (будем эти вероятности называть априор- 
ными). В последнем столбце табл. 1.2 указаны суммарные коли- 
чества резисторов определенной мощности рассеяния; исходя из 
этих количеств можно подсчитать искомые вероятности: 

Р (1 Вт) = 440/1000= 0,44, Р (2 Вт) = 200/1000 = 0,2, 

Р (5 Вт) = 360/1000 = 0,36. 

Выясним теперь, какова совместная вероятность события, 
заключающегося в выборе резистора с номинальным сопротивле- 
нием 10 Ом и мощностью рассеяния 5 Вт. Поскольку в коробке 
150 таких резисторов, ясно, что Р (10 Ом, 5 Вт) = 150/1000 = 0,15. 

Значения других 1 1 совместных вероятностей могут быть най- 
дены аналогичным образом. Обратите внимание на тот факт, что 
некоторые из них будут равны нулю (например, Р (1 Ом, 5 Вт) = 
= 0) просто из-за отсутствия соответствующих комбинаций со- 
противлений и мощностей. 

Теперь необходимо соотнести между собой понятия совмест- 
ной и априорной вероятностей. В примере с двукратным броса- 
нием монеты связь между ними выражается простым произведе- 
нием, т. е. 

Р (решетка — решетка) = 

= Р (решетка) -Р (решетка) = (1/2) -(1/2) = 1/4. 

Однако для рассматриваемого примера с резисторами (табл. 1 .2) 
указанная зависимость не выполняется. Чтобы убедиться в этом, 
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напомним, что Р (5 Вт) — 360/1000 = 0,36 и, как было показано 
выше, Р (10 Ом) = 0,5. Таким образом, 

Р (10 Ом) Р (5 Вт) = 0,5-0,36 = 

= 0, 18 Ф Р (10 Ом, 5 Вт) = 0,15, 

и совместная вероятность не равна произведению априорных ве- 
роятностей. 

Чтобы лучше понять полученный результат, необходимо ввести 
понятие условной вероятности. Это вероятность осуществления 
однократного события А при условии, что произошло событие В; 
обозначение, принятое для нее, — Р (А | В). Вернувшись к при- 
меру с резисторами, найдем условную вероятность выбора 5- 
ваттного резистора с номинальным сопротивлением 10 Ом. По- 
скольку 5-ваттных резисторов' всего 360, а 150 из них — 10-ом- 
ные, то 

Р (10 Ом | 5 Вт) = 150/360 = 0,417. 

Теперь найдем произведение этой условной вероятности и апри- 
орной вероятности выбора 5-ваттного резистора: 

Р (10 Ом 1 5 Вт) Р (5 Вт) = 0,417-0,36 = 

= 0,15 = Р (10 Ом, 5 Вт). 

Мы видим, что произведение априорной и условной вероятностей 
равно совместной вероятности. 

Тот же самый результат можно получить и другим путем. 
Рассмотрим условную вероятность 

Р (5 Вт | 10 Ом) = 150/500 = 0,30, 

которая определяется наличием 150 5-ваттных резисторов среди 
500 10-омных резисторов. Затем найдем произведение 

Р (5 Вт | 10 Ом) Р (10 Ом) = 0,30-0,5 = 

= Р (10 Ом, 5 Вт). (1.5) 

И снова произведение соответствующих априорной и условной 
вероятностей равно совместной вероятности. 

Исходя из приведенных соображений можно записать общее 
выражение 

Р (А, В) = Р (А\В)Р (В) = Р(В|Л)Р(Л), (1.6 } 

из которого следует, что совместная вероятность двух событий 
всегда может быть представлена в виде произведения априор- 
ной вероятности одного из них и условной вероятности другого 
при условии осуществления первого. 

Теперь обратимся к случаю с бросанием монеты, с помощью 
которого показано, что совместная вероятность представляет со- 
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бой произведение двух априорных. При каких условиях это ут- 
верждение справедливо? Как следует из формулы (1.6), когда 
^ (А \ В) ~ Р (Л) и Р (В|Л) = Р (В), т. е. когда вероятность 
события А не зависит от того, имело ли место событие В. При 
бросании монеты ситуация именно такова, поскольку результат 
одной попытки никак не влияет на исход другой. Такие события 


называют статистически независимыми. Дадим этому понятию 
строгое определение. Итак, два случайных события являются 
статистически независимыми тогда и только тогда, когда 


Р (А, В) = Р (А) Р (В). (1.7) 

Выше очень кратко были рассмотрены многие из основных по- 
нятий дискретной вероятности. Они были введены эвристически, 
без какого-либо математического доказательства. Понятия тео- 
рии вероятностей вводились исходя из представления об относи- 
тельной частоте и равновозможности событий на отдельных чис- 
ловых примерах. Из них следует, что присвоение вероятностям 
различных событий приемлемых численных значений (в рамках 
относительно-частотного подхода) не связано с особыми сложно- 
стями, если ситуация достаточно далека от реальности. Тем не 
менее должно быть очевидным, что такой подход становится не- 
пригодным, если опыт может иметь множество различных исходов 
и если существует более чем один способ определения событий. 
В частности, так обстоит дело при попытках распространения ре- 
зультатов, полученных для дискретной вероятности, на случай 
бесконечного (несчетного) множества исходов. Поэтому необхо- 
димо вновь и более тщательно рассмотреть все высказанные со- 
ображения и воспользоваться строгим математическим подходом, 
который обеспечит более прочную основу для проведения даль- 
нейшего анализа. 


Упражнение 1.4.1. Известно, что из 25 транзисторов, находящихся в ко- 
робке, 8 неисправны. Берут наугад один из них и проверяют. Какова вероят- 
ность того, что 

а) этот транзистор неисправен? 

б) второй взятый наугад транзистор также окажется неисправным? 

в) второй выбранный случайным образом транзистор окажется неисправным, 
если первый оказался хорошим? 

Ответы: 1/3, 8/25, 7/24.*) 

Упражнение 1.4.2. Автоинспекцией было установлено, что на загруженной 
магистрали грузовики составляют третью часть всего потока. Кроме того, оказа- 
лось, что каждый десятый легковой автомобиль и каждый двадцатый грузовик 
имеют неисправности. Какова вероятность того, что 

а) очередной подъезжающий к пункту автоинспекции автомобиль — не- 
исправный грузовик? 

б) следующее транспортное средство окажется грузовым автомобилем, если 
известно, что оно неисправно? 


*) Ответы к этому и другим упражнениям, приведенным в тексте, не всегда 
даются в порядке следования вопросов. 
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в) проходящее транспортное средство окажется грузовым автомобилем, 
если известно, что перед этим проехал легковой автомобиль? 

Ответы : 1/5, 1/3, 1/60. 

1.5. Основы теории множеств 

Более строгое определение вероятности, о котором упомина- 
лось в разд. 1.4, завершается в этом разделе изложением соответ- 
ствующих соображений в рамках аксиоматического подхода. Для 
этого требуется предварительное ознакомление с основными 
понятиями теории множеств. 

Множество — это некоторый набор объектов, называемых 
элементами. Оно обозначается следующим образом: 

А = {а^ а 2 , ... , а п \, (1.8) 

где А — множество, а ь а 2 , ..., а п — его элементы. Множество А 
может состоять из натуральных чисел 1, 2, ..., 6, при этом его 
элементами будут а* = 1, а 2 = 2, ..., а 8 = 6. Любой набор, каж- 
дый элемент которого принадлежит множеству А, является его 
подмножеством. Так, В — {1, 2, 3} — подмножество А = |1, 2, 
3, 4, 5, 6}; это обозначается следующим образом: В а А. Обра- 
тите внимание, что любое множество одновременно является своим 
собственным подмножеством. 

Все рассматриваемые в теории вероятностей множества содер- 
жат элементарные события, принадлежащие наибольшему мно- 
жеству 5, называемому пространством элементарных событий. 
Следовательно, все они являются его подмножествами. Связь 
пространства 5 и его подмножеств с вероятностью скоро станет 
понятной, а пока приведем пример. Предположим, что элемен- 
тами пространства 5 являются шесть возможных исходов броса- 
ния игральной кости 1, 2, ..., 6. Таким образом, 5 = {1,2, ..., 6}. 
Подмножества могут формироваться многими способами в зависи- 
мости от количества входящих в них элементов. С учетом пустого 
множества, которое вообще не содержит элементов и обозначается 
знаком 0, в рассматриваемом множестве может быть выделено 
в общей сложности 2 е = 64 подмножества: 0, |1[, ..., {6}, 

{1, 2\, {1, 3}, ..., (5, 6}, |1, 2, 3[, ..., 5. В общем случае если 
множество 5 содержит п элементов, в нем можно выделить 2 п 
подмножеств. Доказательство этого положения оставлено чита- 
телям в качестве упражнения. 

Одна из причин применения теории множеств в теории вероят- 
ностей заключается в том, что для множеств определены важные 
преобразования, которые имеют простое геометрическое пред- 
ставление — наглядное и облегчающее понимание смысла этих 
преобразований. Оно носит название диаграммы Эйлера — Венна 
и на ней пространство 5 изображается в виде квадрата, а различ- 
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ные множества в виде плоских фигур, ограниченных замкну- 
тыми линиями. Пример такой диаграммы приведен на рис. 1.1. 
Видно, что В является подмножеством Л, а С — подмножеством В 
(и одновременно подмножеством А). В дальнейшем мы будем ис- 
пользовать эти диаграммы для определения и объяснения смысла 
различных операций. 

Равенство множеств. Множества А и В равны тогда и только 
тогда, когда каждый элемент множества А является элементом 
множества В, и обратно, каждый элемент множества В является 

элементом множества А. Таким 
образом, А = В тогда и только 




Рис. 1.2. Объединение, или сумма 
двух множеств, А [] В. 


тогда, когда А си В и В с: А. Диаграмма Эйлера — Венна для 
этого^случая очень проста, и мы не будем ее приводить. 

Объединение множеств. Объединением или суммой двух мно- 
жеств А и В называется множество, состоящее из всех тех эле- 
ментов, каждый из которых принадлежит хотя бы одному из дан- 
ных множеств. Диаграмма Эйлера — Венна для этого случая пока- 
зана на рис. ^1.2. Поскольку предполагается, что выполняется 
ассоциативный закон, объединение (сумма) более чем двух мно- 
жеств может записываться без скобок, т. е. 

(лия)ис = лл(влс) = ліівис 

В соответствии с коммутативным законом имеем Л у В = В I) Л, 
Л Л Л = Л,Л У 0 = Л, Л у $ = 5; Л у В = А, если В а А. 

Пересечение множеств. Пересечением или произведением двух 
множеств называется множество, состоящее из всех тех элемен- 
тов, которые принадлежат одновременно обоим множествам. 
Пересечение множеств обозначают А [\ В, а соответствующая 
этому случаю диаграмма Эйлера — Венна показана на рис. 1.3. 
Из этой диаграммы можно вывести ряд следствий: Л Г) В = В Л 
П Л (коммутативный закон), Л Л Л = Л, Л Л 0 = 0, Л Л 
Л<$ = Л;ЛЛ#==В, если В с= Л. 
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На рис. 1.4 показана диаграмма для пересечения более чем 
двух множеств. Видно, что 

(ЛПЗ)ПС = ЛП(ВПС) = А[\В[\С, 

А(\{В\)С) = {А(\В)\}(А[\С) 

(ассоциативный закон). 

Два множества Л и В являются взаимно-исключающими, 
или несовместными, если А П В = 0. На диаграмме Эйлера — 
Венна такие множества не пересекаются. 



Дополнение множеств. Дополнением множества А называется 
множество, в котором содержатся все элементы пространства 5, 

кроме принадлежащих Л. Оно обозначается через Л и показано 
на рис. 1.5. Очевидно, что 

0 = 8, 8 = 0, Щ = А, Л у Л = 5, Л П Л = 0; 
л с= В, если В с: Л, Л = В, если Л = В, 

Кроме того, существуют два соотношения, называемые законами 
де Моргана: 

ЩУВ) = А{]Ъ, Щ[В) = А[]В. 

Разность множеств. Разность А — В множеств Л и В есть 
множество, состоящее из элементов множества Л, не принадле- 
жащих множеству В. Соответствующая диаграмма Эйлера — 
Венна показана на рис. 1.6. Разность множеств может быть за- 
писана в виде 
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Запись ( А — В) часто читают как «А без В». Из рассмотрения диа- 
граммы Эйлера — Вейна очевидны следующие соотношения: 

(А-В)[)ВфА, (А[) В) — А = 0 , А\)(А-А) = А, 

А-0 = А, А- 8 = 0, 3- А = А. 

Обратите внимание на то, что в выражениях, где фигурирует раз- 
ность множеств, нельзя опускать скобки. 

Описанные выше преобразования полезно проиллюстрировать 
конкретным примером. Предположим, что элементами простран- 




Рис. 1.5. Дополнение множества А. Рис. 1.6. Разность двух множеств. 

ства 5, как и прежде, являются натуральные числа от 1 до 6, 
5 = {1, 2, 3, 4, 5, 6}, и определим следующие подмножества: 

А = {2, 4, 6\, В = { 1, 2, 3, 4), С = {1, 3, 5}. 

Учитывая приведенные соотношения, можно записать: 

МиД) = |1, 2, 3, 4, 6}, (ЯІІС) = {1, 2, 3, 4, 5}, 
Аивііс = {1, 2, 3, 4, 5, 6} = 5 = А\]С, 

А(]В = {2, 4}, В[\С={\, 3}, А[\С = 0, 

А[}В[)С = 0, А = \ 1, 3, 5} = С, В = {5, 6(, 

С = {2, 4, 6} = А, А — В = 16}, В — А = \1, 3}, 

А - С = 12, 4, 6} = А, С-А = { 1, 3, 5} = С, В - С = {2, 4}, 
С~В = { 5}, (А-В)\]В = \ 1, 2, 3, 4, б}. 

Самостоятельно проверьте полученные результаты. 

Упражнение 1.5.1. Считая А п В подмножествами одного пространства 5, 

а) (А — В) Г) (В — А ); б) (А - В) П В- в) (А - В) С) (Л Г) В). 
Ответы-. А, ( А — В), 0. 
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Упражнение 1.5.2. Пусть в пространстве 5 = {а, Ь, с, Л, е, [} имеются 
два подмножества: А — {а, с, е} и В = {с, сі, е, {}. Найдите: 

а) А у В, б) А П В, в) (А - В), г) А П В, д) А Г) В, е) (В - А) у А. 

Ответы: {а, с, й, е, /}, {а}, {Л, /}, (а, с, й, е, /}, {а}, (с, е}. 

1.6. Аксиоматический подход 

Попытаемся теперь связать теорию вероятностей с изложен- 
ными в предыдущем разделе положениями теории множеств. 
Такая связь устанавливается путем введения вероятностного 
пространства, элементы которого составляют всю совокупность 
исходов (множество возможных исходов опыта). Например, если 
в опыте с игральной костью в качестве возможных исходов рас- 
сматривать случаи выпадения каждой из шести граней кубика, 
то соответствующим вероятностным пространством будет мно- 
жество 5 = {1, 2, 3, 4, 5, 6}. 

Различные подмножества этого пространства могут быть иден- 
тифицированы как случайные события. Примем, что в рассматри- 
ваемой ситуации случайное событие )2) соответствует выпаде- 
нию грани 2, )1, 2, 3} — выпадению одной из граней 1, 2 или 3. 
Поскольку каждый опыт должен иметь по крайней мере хотя бы 
один исход, все вероятностное пространство 5 соответствует 
достоверному событию, а пустое множество 0 невозможному со- 
бытию. Любое событие, состоящее из одного элемента, назы- 
вается элементарным. 

Следующий шаг заключается в сопоставлении каждому собы- 
тию числа, называемого, как и прежде, его вероятностью. Если 
случайное событие обозначить через А, то его вероятность равна 
Р (Л). Вероятность выбирают так, чтобы она удовлетворяла трем 
следующим условиям, или аксиомам: 

Р(Л)>0, (1.9) 

Р(5)=1, (1.10) 

если А(]В = 0, то Р {А II В) = Р (А) + Р (В). (1.11) 

Вся теория вероятностей строится на этих трех аксиомах. Необ- 
ходимо, однако, еще раз подчеркнуть, что исходные аксиомы по- 
стулируются и попытка доказать их лишена смысла. Единственным 
возможным критерием справедливости этих аксиом является 
степень, с которой теория, построенная на их основе, отражает 
реальный мир. Этот критерий справедлив и в отношении любой 
другой естественно-научной теории. 

Из принятых аксиом можно вывести целый ряд следствий, и 
некоторые из них будут сейчас получены. Во-первых, поскольку 
5 П 0 = 0 и 5 ЕІ 0 — 8, из (1.11) следует, что 

Р (5 У 0) = Р (5) = Р(5) + Р (0). 
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Поэтому 

Р(0) = О. (1.12) 

Во-вторых, поскольку А[]А = 0иА[]А = 8, из (1.10) 
и (1.11) следует 

Р (Л I) Л) = Р (Л) + Р (Л) = Р (5) = 1 . (1.13) 

Отсюда получаем 

Р(Л) = 1 -Р(Л)<1. (1.14) 

Таким образом, вероятность события представляет собой число, 
заключенное в пределах от 0 до 1. 

Если события Л и В не являются несовместными, то вообще 
говоря постулат (1.11) не может выполняться. Можно, однако, 
получить более общее выражение. Из приведенной на рис. 1.3 
диаграммы Эйлера — Венна следует, что 

лив = лідлпв) 

и что множества Л и Л П В являются непересекающимися. Сле- 
довательно, из (1.11) вытекает соотношение 

Р (Л У В) = Р (Л [} А П В) = Р (Л) + Р (Л П В). 

Из этой диаграммы также ясно, что В = (Л () й) [) (Л [) Б), 

а множества Л П В и Л |) В взаимно-исключающие. В соответ- 
ствии с этим имеем 

р (В) = р ((л п в) и (л п в)) = р (л п в) + р (л п в), (і л 5) 

Исключая из (1.15) член Р (Л (] В), получим 

Р(А{]В) = Р (Л) + Р (В) - Р (Л П В) < Р (Л) + Р (В), (1.16) 

и приходим к искомому следствию. 

Теперь, после того как теоретические соотношения аксиома- 
тического подхода получены, обратимся к задаче построения 
вероятностных пространств. Сначала рассмотрим пример с бро- 
санием одной игральной кости и связанного с этим опытом ве- 
роятностного пространства 5 = { 1, 2, 3, 4, 5, 6). Элементарными 
событиями являются выпадения целых чисел, нанесенных на 
обращенную вверх грань, и понятно, что они взаимно исключают 
друг друга. Если предположить равновозможность этих событий, 
то вероятность каждого из них 

Р |<х г [ = 1/6, а г = 1, 2, . . . , 6. 

Обратите внимание, что принятое предположение может счи- 
таться истинным при относительно-частотном подходе, но в рам- 
ках аксиоматического подхода оно остается только предположе- 
нием, поскольку можно исходить из любых других. 
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Рассмотрим событие А = {1,3} = 1 1) II {3|, принадлежащее 
тому же вероятностному пространству. Из (1.11) имеем 

Р (А) = Р (1) + Р (3) = 1/6 + 1/6 = 1/3. 

Полученное значение можно трактовать как вероятность выпа- 
дения чисел либо 1, либо 3. Несколько более сложная ситуация 
возникает, когда А = {1, 3}, В = {3, 5} и нужно найти Р(й у 
У В). Поскольку события А и В не являются несовместными, 
можно использовать выражение (1.16). Выше было показано, что 
Р (А) = Р (В) = 1/3. Однако, так как А П В = (3), т. е. яв- 
ляется элементарным событием, его вероятность Р (Л П В) = 
= 1/6. Следовательно, из (1.16) имеем 

р (л у в) = р (Л) + р (В) - р (л п в) = і/з + і/з - і/б = 1/2. 

Другой возможный подход может быть использован, если отме- 
тить, что Л В = (1, 3, 5} состоит из трех несовместных эле- 
ментарных событий. Дважды воспользовавшись (1.11), сразу 
получим 

Р(Л1|В) = Р{1} + Р{3} + Р{5| = 1/6 +1/6 +1/6 = 1/2. 


Обратите внимание, что полученное значение можно считать 
вероятностью того, что либо произойдет событие Л или В, либо 
оба они вместе. 


Упражнение 1.6.1. Додекаэдр представляет собой геометрическое тело 
с 12 гранями; часто на грани кости такой формы наносят обозначения месяцев 
года. Будем считать исходом опыта с такой костью выпадение месяца на грани, 
обращенной вверх. Кроме того, пусть А = {Январь}, В = {Любой месяц про- 
должительностью 30 дней}, а С = {Любой месяц продолжительностью 31 день}. 

Найдите: а) Р (А N С); б) Р (Л (] С); в) Р (В у С); г) Р (А П В). 

Ответы: 11 / 12 , 0 , 1 / 12 , 7 / 12 . 

Упражнение 1.6.2. Нарисуйте диаграмму Эйлера— Венна с тремя подмно- 
жествами, не являющимися взаимно-исключающими. С помощью этой диа-і 
граммы найдите выражение для Р (А у В у С). 

+ Ѵ 0 (Л е {-\'в 'іу 1} + Р (Я) + Р ( С ) — Р (Л Л В) — Р (А П С) — Р (В П С) + 


1.7. Условная вероятность 

Понятие условной вероятности было введено в разд. 1.4 ис- 
ходя из представления об относительной частоте одного события, 
если оговорено, что другое уже произошло. В рамках аксиома- 
тического подхода такая вероятность — это некоторым образом 
определенная величина. Если полагать вероятность события В 
отличной от нуля, то условная вероятность события А при усло- 
вии, что событие В произошло, определяется как 

Р (А | В) = Р (А П В)/Р (В), Р (В) > 0, (1.17) 

где Р (Л П В) — вероятность события А [\ В. 
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Выше (разд. 1.4) выражение, стоящее в числителе (1.17), 
записывалось в виде Р (Л, В) и называлось совместной вероятно- 
стью событий А и В. Такая интерпретация по-прежнему верна, 
если А и В — элементарные события, но в более общем случае 
правильное представление должно опираться на определение 
пересечения множеств, А В. Очевидно, если Л и В — непере- 
секающиеся множества, то множество А [\ В — пустое и 
Р (Л П В) — 0. С другой стороны, если Лей, тоЛ (ІВ = Л 
и Р (Л |В) = Р (Л)/Р (В) > Р (Л). Наконец, если В а А, то 
А (] В = В и Р(Л|В) = Р (В)/Р (В) = 1 . Однако в общем 
случае, если Л не принадлежит В и В не принадлежит Л, о вели- 
чинах Р (Л) и Р (Л |В) нельзя ничего сказать. 

До сих пор еще не было показано, что условные вероятности 
удовлетворяют принятым аксиомам (1.9) — (1.11). В рамках отно- 
сительно-частотного подхода это действительно вероятности, по- 
скольку они могут быть определены как отношения числа благо- 
приятных исходов к общему числу опытов, однако при аксио- 
матическом подходе условные вероятности — это величины, вво- 
димые по определению; следовательно, необходимо отдельно про- 
верить, соответствуют ли они требованиям, предъявляемым к по- 
нятию «вероятность». 

Первая аксиома есть Р(Л|В)^-0, и из выражения (1.17) 
очевидна ее справедливость, поскольку и числитель и знамена- 
тель дроби последнего — положительные величины. Вторая ак- 
сиома имеет вид Р ($|В) = 1, и ее справедливость также оче- 
видна, поскольку В с 8, а значит, 5 П б = В н Р (5 П й) = 
= Р (В). Для проверки справедливости последней, третьей ак- 
сиомы рассмотрим событие С, такое, что А П С=0 (т. е. мно- 
жества Л и С не пересекаются). В этом случае 

р((лис)пд)) = р((лг)5)и(сп5)) = р(лпв) + р(спд), 

поскольку (Л П В) и (С П В) также непересекающиеся множе- 
ства и для них выполняется соотношение (1.11). Следовательно, 
из (1.17) получаем 

Р ((Л [} С) | В) = Р ((Л I) С) П В)/ Р (В) = 

= [Р (Л П В)/ Р (В)] + [Р (С Л В)/ Р (В)] = Р (Л | В) + Р (С | В). 

Таким образом доказано, что выполняются требования и 
третьей аксиомы и, следовательно, условные вероятности — 
это вероятности в полном смысле. 

Прежде чем переходить к дальнейшему рассмотрению услов- 
ной вероятности, полезно проанализировать случай, когда со- 
бытия не являются элементарными. Пусть опыт заключается 
в бросании одной кости, а его исходы — в выпадении целых чи- 
сел 1, 2, 3 6. Определим событие Л = {1, 2}, т. е. выпадение 
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цифры 1 или цифры 2. Из предыдущего рассмотрения известно, 
что Р (Л) ~ 1/6 + 1/6 = 1/3. Определим В как событие, заклю- 
чающееся в выпадении четного очка, т. е. В - (2, 4, 6}, а Р (В) = 

= 1/2, поскольку оно состоит из трех элементарных событий. 
Далее, А Г) В = {2}, откуда Р (А П В) = 1/6. Условную ве- 
роятность, Р (А | В), теперь можно записать как 

Р (А | В) = Р (А П В )/ Р (В) = ( 1/6)/( 1/2) = 1/3. 


Из полученного результата следует, что условная вероятность 
выпадения в опыте 1 или 2 при условии, что произошло В, т. е. 
выпало четное очко, равна 1/3. С 
другой стороны, условная вероят- 
ность выпадения четного очка при 
условии, что выпали цифры 1 или 
2, равна 

Р (В\А) = Р (А П В)/Р (А) = 

= (1/6)/ (1/3) = 1/2. 

Результат этот является очевид- 
ным. 

Одно из применений условной 
вероятности заключается в на- 
хождении полной вероятности. 

Пусть имеется п несовместных со- 
бытий А 1 , А 2 , ..., А п и произволь- 
ное событие В, показанные на 

диаграмме Эйлера — Венна (рис. 1.7). События охватывают 
пространство 5, так что 



Рис. 1.7. Диаграмма Эйлера — Венна 
для полной вероятности. 


все 


ЛіІіЛоІІ ••• 1М„ = $. (1.18) 

Поскольку события Л; и А] (і Ф /') несовместны, В Г) Л г и В П 
П А] также несовместны. Далее, с учетом (1.18) запишем 


в = дп(л 1 ил 2 у ... и л„)-(впл г )и(впл 2 ) у ... щвплд. 

Следовательно, из (1.11) 

Р (В) Р (й П Л х ) + Р (В П Л 2 ) + • • • + Р (В П Л п ). (1.19) 
Но из (1.17) 


Р(ВП Л,) = Р(В| Л г )Р(Л ( ). 

Подстановка в (1.19) дает 

Р(В) = Р(В|Л 1 )Р(Л 1 ) + Р(В| Л 2 )Р(Л 2 )+ ... +Р(В| Л„)Р(Л„). 

(1.20) 


2 Дж. Купер 
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Величина Р (В) — это полная вероятность, а выражение (1.20) — 
ее представление в виде суммы различных условных вероятностей. 

Приведем пример, который поможет уяснить, каким образом 
применяется понятие полной вероятности. Пусть имеется вертушка, 
на которой закреплено шесть коробок. В каждой из них содер- 
жится набор резисторов (табл. 1.3). Если случайным образом 1 ) 


Таблица 1.3 

Наборы резисторов с различными номинальными сопротивлениями 


Номинальное 

сопротивление 

резисторов 

Наборы резисторов 

в коробках с номерами: 

Всего 

резисторов 

данного 

номинала 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

10 Ом 

500 

0 

200 

800 

1200 

1000 

3700 

100 Ом 

300 

400 

600 

200 

800 

0 

2300 

1000 Ом 

200 

600 

200 

600 

0 

1000 

2600 

Итого: 

1000 

1000 

1000 

1600 

2000 

2000 

8600 


из произвольной коробки взять один резистор, то какова вероят- 
ность того, что его номинальное сопротивление будет равняться 
10 Ом? Событиям Л;, фигурирующим в (1.20), можно поставить 
в соответствие выбор той или иной коробки, так что 

Р (Аі) = 1/6, і = 1, 2, .... 6, 

поскольку мы предположили, что обращение к любой коробке 
возможно с одинаковой вероятностью. Пусть событие В состоит 
в извлечении 10-омного резистора. Очевидно, что его условные 
вероятности определяются количествами таких резисторов в каж- 
дой из коробок. Таким образом, 

Р (В | А х ) = 500/1000 = 1/2, Р (В | Л 2 ) = 0/1000 = 0, 

Р (В | Л в) = 200/1000 = 2/10, Р (В | Л 4 ) = 800/1600 = 1/2, 

Р (В\А 6 ) = 1200/2000 = 6/10, Р (Я| А,) = 1000/2000 = 1/2. 


х ) Выражения «случайным образом» или «наугад» обычно означают «с рав- 
ной вероятностью». 
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Следовательно, найденная по формуле (1.20) полная вероят- 
ность извлечения 10-омного резистора будет равна 

Р (В) = (1/2) (1/6) + 0 (1/6) + 

+ (2/10) (1/6) + (1/2) (1/6) + (6/10) (1/6) + 

+ (1/2) (1/6) = 0,3833. 

Нужно заметить, что выше при определении условных вероят- 
ностей были использованы понятия относительной частоты и 
равновозможности событий, однако основное выражение (1.20) 
получено в рамках аксиоматического подхода. 

Величины Р (Л,) (і = 1,2, ..., п) в (1.20) обычно называют 
априорными вероятностями, поскольку с их помощью оценивается 
вероятность события Л,- до выполнения опыта. После же того как 
опыт произведен и установлено, что событие В произошло, собы- 
тиям Аі ставятся в соответствие условные вероятности Р (ЛЛВ). 
Для их определения перепишем (1.17) в виде 

Р (А, П В) = Р (А, \В)Р(В) = Р(В\ Аі) Р (Аі). 

Последнее равенство в этом соотношении обусловлено тем, что 
события А г и В можно просто поменять ролями. Отсюда полу- 
чаем 

Р(А І \В) = Р(В\А І )Р(А І )/Р(В), Р(В)Ф0, (1.21) 


и, подставляя (1.20), находим 


Р(Аі\В) = 


Р (В | Аі) Р (Аі) 

Р (В | Аі) Р (Л,) + • • • 4- Р (В | А п ) Р {А п ) ■ 


( 1 . 22 ) 


Условную вероятность Р (А ь \ В) часто называют апостериорной, 
поскольку она распространяется на ситуации, возникшие после 
окончания опыта, а выражения (1.21) или (1.22) называются фор- 
мулами Байеса. 

Понятие апостериорной вероятности можно проиллюстриро- 
вать, продолжив рассмотрение нашего примера. Предположим, 
что извлеченный из какой-либо коробки резистор оказался 10- 
омным. Какова вероятность того, что он был взят из коробки 
№ 3? Поскольку событие В по-прежнему состоит в извлечении 
10-омного резистора, условные вероятности Р(В|Л г ) остаются 
теми же. Кроме того, априорные вероятности по-прежнему равны 
1/6. Поэтому из (1.21) с учетом найденного выше значения Р (В) 
получим 

Р (Л 3 |В) = (2/10) (1/6)/0,3833 = 0,0869. 

2 * 
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Это и есть вероятность того, что извлеченный наугад 10-омный 
резистор был взят из коробки № 3. 

Упражнение 1.7.1. Используя приведенные в табл. 1.3 данные, определите 
вероятность того, что 

а) извлеченный 1000-омный резистор был взят из коробки № 3; 

б) извлеченный 10-омный резистор был взят из коробки № 5. 

Ответы. 0,1067, 0,2609. 

Упражнение 1.7.2. Изготовитель электронного оборудования закупил пар- 
тии в 1000, 2000 и 3000 интегральных схем у поставщиков А, В и С соответ- 
ственно. При проведении входного контроля выявилось, что условные вероят- 
ности отказов этих микросхем во время прогона составляют 

Р (отказ | А) = 0,1, Р (отказ | В) = 0,05, Р (отказ | С) = 0,08. 

Все микросхемы смешивают и наугад берут одну из них. Какова вероятность 
того, что 

а) выбранная микросхема откажет во время прогона? 

б) отказавшая микросхема поступила от поставщика Л? 

Ответы : 0,0733, 0,2273. 

1.8. Статистическая независимость 

В теории вероятностей особое значение имеет понятие стати- 
стической независимости. Оно было введено выше, когда при рас- 
смотрении вТрамках относительно-частотного подхода двух опы- 
тов с подбрасыванием монет выяснилось, что исход второго из 
них не зависит от результата первого. Теперь, когда мы распола- 
гаем более общей формулировкой случайного события, это поня- 
тие можно развить, однако основное определение статистической 
независимости остается справедливым. Напомним его. 

События Л и В статистически независимы тогда и только тогда, 
когда 

Р (А П В) = Р (А) Р (В). (1.23) 

На практике события часто считают независимыми, потому что 
не находят очевидного физического механизма, при помощи ко- 
торого осуществлялась бы связь между ними. В других случаях 
принятые значения вероятностей элементарных событий ведут 
к независимости определенных с помощью них событий. В таких 
ситуациях статистическая независимость может быть неявной, 
однако выражение (1.23) позволяет установить ее наличие. 

Понятие статистической независимости можно распростра- 
нить на случай трех и более событий. К примеру, для трех собы- 
тий условия независимости записываются *в виде 

Р (А, П А 2 ) = Р (Л,) Р (Л 2 ), 

Р (А, П Л 3 ) = Р (Л,) Р (Л 3 ), 

Р ( А 2 П А й ) = Р (Л 2 ) Р (Л 3 ), 
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Р (А, п А 2 П А я ) = Р (Л х ) Р (Л 2 ) Р (Л в). 

Обратите внимание на то, что должны удовлетворяться все 
четыре условия и что их попарной независимости для независи- 
мости всех событий из данного набора недостаточно. В общем 
случае если имеется п событий, то для их статистической незави- 
симости необходимым и достаточным является выполнение ус- 
ловия 

Р (Л; П А ] П ... п Л к ) - Р (Л,) Р {А}) . . . Р (Л А ) (! .24) 

для каждого набора целых чисел, меньших или равных п. Поэ- 
тому для установления независимости п событий нужно иметь 
2" — (п + О выражений вида (1.24). Щ 

Одним из важных следствий независимости двух событий Л 
и В является преобразование выражения (1.16) 

Р (Л I] В) = Р (Л) + Р (В) — Р (Л П В) 

к виду 

р (Л [) В) = Р (Л) + Р (В) — Р (Л) Р (В). (1.25) 

Еще одно следствие для трех независимых событий Л,, Л 9 и Л ч 
имеет вид 

р {А*, п (А* и л 3 )) = р (л,) р (л я и л 3 ). (і . 26 ) 

Если же эти события независимы только попарно, то (1.26) не 
будет справедливым. В общем если А х , Л 2 , ..., Л п — независи- 
мые события, то ни одно из них не зависит от объединений, пере- 
сечений и дополнений других. 

Практическими примерами, иллюстрирующими понятие ста- 
тистической независимости, чаще всего служат опыты, приводя- 
щие к двум или большему числу событий. Для иллюстрации рас- 
смотрим пример одного опыта и связанной с ним пары событий. 
Пусть этот опыт заключается в бросании двух игральных костей; 
определим для него события А и В как сумму очков 7 и 11 соот- 
ветственно. Являются ли эти события независимыми? Нет, не 
являются, поскольку одно событие исключает другое, а несов- 
местные события не могут быть статистически независимыми. 

В качестве второго примера рассмотрим два события, которые 
нельзя считать несовместными. Для того же случая бросания 
пары игральных костей определим события Л = {выпадение не- 
четной суммы очков} и В = {выпадение суммы очков 11}. Собы- 
тие Л П В = В, поскольку В = подмножество Л. Следова- 
тельно, Р (Л Г) В) = Р (В) = Р (1 1) — 2/36 = 1/18, так как 
число 1 1 может быть получено двумя способами (как 5+6 или 
6 + 5). Кроме того, Р (Л) = 1/2, так как нечетное число выпа- 
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дает в половине всех исходов. Отсюда следует, что 

Р (А П В) = 1/18 Ф Р (Л) Р (В) = (1/2) (1/18) = 1/36. 

Таким образом, события Л и В не являются статистически незави- 
симыми. Это очевидно, поскольку если событие В произошло, то 
должно произойти и событие А , хотя обратное утверждение не- 
верно. 

Статистическую независимость случайных событий того или 
иного опыта можно определить и в тех случаях, когда из логиче- 
ского анализа возможных наборов событий данный вывод непо- 
средственно не следует. Например, определим для бросания одной 
кости два события: А = (1, 2, 3} и В = {3, 4}. Из предыдущих 
результатов ясно, что Р (Л) = 1/2, а Р (В) = 1/3. Событию (Л П 
П В) соответствует один элемент {3}, а поэтому Р (Л П В) = 
= 1/6. Отсюда следует, что 

Р (Л П В) = 1/6 = Р (Л) Р (В) = (1/2) (1/3) = 1/6 

и события Л и В независимы, хотя физический смысл этого вы- 
вода интуитивно понять и не удается. В следующем разделе рас- 
сматриваются ситуации, в которых фигурируют два или более 
опытов, а также случаи, в которых в ходе единственного опыта 
проводится более одного испытания, и проводимое в этом раз- 
деле обсуждение поможет прояснить суть дела. 

Упражнение 1.8.1. Из обычной колоды в 52 карты наугад берут одну. Пусть 
событие А = {извлечение туза}, В = {извлечение карты масти «пики»}. Яв- 
ляются ли эти события статистически независимыми? Обоснуйте ответ. 

Ответ : Да, события А и В статистически независимы. 



Упражнение 1.8.2. Пусть переключатели А, В, С и О в показанной ком- 
мутирующей схеме срабатывают случайным образом и независимо друг от друга. 
Найдите вероятность протекания тока / через схему, если вероятность замк- 
нутого состояния каждого переключателя равна 0,2. 

Ответ : 0,0464. 


1.9. Совместные опыты 

Выше вероятностное пространство 5 связывалось с резуль- 
татами одного опыта. Такая концепция слишком ограниченна и 
не позволяет рассматривать многие практические случаи, поэтому 
нужно ее обобщить. Рассмотрим ситуацию, связанную с выпол- 
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нением пары опытов. Пусть, например, один из них заключается 
в бросании игральной кости, а другой — в подбрасывании мо- 
неты, и необходимо найти вероятность выпадения, скажем, цифры 3 
на игральной кости и герба на монете. В других случаях вторым 
опытом может быть просто выполнение еще одного испытания. 
Оба эксперимента, рассматриваемые в совокупности, образуют 
совместный опыт, для которого теперь необходимо определить 
вероятностное пространство. 

Пусть одному из опытов отвечает пространство элементарных 
событий а другому 5 2 . Обозначим элементы первого как = 
= {“!• “*• -• “»}, а второго как $ 2 = {р ь р я , ..., р т }. Затем 
образуем новое пространство, называемое декартовым произве- 
дением, элементы которого представляют собой всю совокупность 
упорядоченных пар (а х , р х ), (а х , р 2 ) (а ь р,) («„, р т) . 

1 аким образом, если множества 5 Х и 5 2 включают соответственно п 
и т элементов, то новое пространство включает тп элементов. 
Декартово произведение записывается в виде 5 = 8 х х8 2 , что 
дает возможность отличать его от определенного в разд. 1.5 пере- 
сечения (или произведения) множеств. 

Чтобы проиллюстрировать применение декартова произведе- 
ния в случае совместных опытов, вернемся к обсуждавшемуся 
выше примеру с бросанием кости и монеты. Пространство, со- 
ответствующее опыту с костью, можно записать как 5 Х = (і, 2, 
3, 4, 5, 6}, а опыту с монетой, — как 5 2 = {решетка, герб}. 

Таким образом, декартово произведение включает 12 элемен- 
тов и записывается в виде 

5 = $іХ$ 2 = |(1, решетка), (1, герб), (2, решетка), 

(2, герб), (3, решетка), (3, герб), (4, решетка)}. 

(4, герб), (5, решетка), (5, герб), (6, решетка), (6, герб). 

Теперь необходимо определить события в новом вероятност- 
ном пространстве. Если А х и Л 2 — рассматриваемые в качестве 
событии подмножества пространств и 5 2 соответственно, то 
А = А х х А 2 событие пространства 5. В частности, пусть в опи- 
санном выше примере А х = {1 , 3, 5}, а Л 2 = {решетка}. Отве- 
чающее такому случаю событие А записывается в виде А = 
= ЛіХЛ 2 = {(1, решетка), (3, решетка), (5, решетка)}. 

Чтобы найти вероятность события Л, необходимо установить, 
являются ли оба опыта независимыми — мы будем рассматривать 
только такие ситуации. Для них вероятность события, выражен- 
ного декартовым произведением, будет равна произведению ве- 
роятностей событий в исходных пространствах. Таким образом, 
если Р (Л Л и Р (Л 2 ) — вероятности события Л х в пространстве 5 Х 
и события Л 2 в пространстве 5 2 , то вероятность события Л в про- 
странстве 5 будет 

Р (Л) = р (Лі ХЛ 2 ) = Р (Л х ) Р (Л 2 ). 


(1.27) 
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Полученный результат можно численно проиллюстрировать с по- 
мощью нашего примера. Из полученных выше результатов сле- 
дует, что для А х = {1, 3, 5} вероятность Р (Л х ) = 1/6 + 1/6 + 
+ 1/6 = 1/2, а для Л 2 = {решетка} имеем Р (Л 2 ) = 1/2. Таким 
образом, вероятность одновременного выпадения нечетного очка 
на кости и решетки составляет Р ( А ) = (1/2) -(1/2) = 1/4. 

Изложенные соображения можно достаточно просто обобщить 
и распространить на ситуации, где фигурирует более двух опы- 
тов. Однако в последующем мы ограничимся лишь случаем про- 
извольного числа повторений (испытаний) одного и того же опыта. 

Упражнение 1.9.1. Совместный опыт заключается в бросании игральной 
кости, на грани которой нанесены цифры от 1 до 6, и детского кубика с бук- 
вами от А до Р. 

а) Напишите все элементы, входящие в декартово произведение соответ- 
ствующих пространств. 

б) Пусть К. — событие, заключающееся в выпадении на игральной кости 
четного очка, а на кубике — букв В или С. Найдите его вероятность. 

Ответ'. 1/6. 

Упражнение 1.9.2. Совместный опыт заключается в трехкратном бросании 
монеты. 

а) Перечислите все элементы декартова произведения Р (решетка) РР. 
РГ (герб) Р, ГГР и т. д. 

Найдите вероятность того, что 

б) решетка выпадет два раза; 

в) решетка выпадет более одного раза. 

Ответы : 1/2, 3/8. 


1.10. Схема Бернулли 

Здесь мы рассмотрим ситуацию, в которой один и тот же опыт 
выполняется п раз и нужно найти вероятность того, что какое-то 
событие случится точно к раз. Примером может служить опреде- 
ление вероятности четырехкратного выпадения решетки при де- 
сятикратном подбрасывании монеты. Серия опытов такого типа 
носит название схемы Бернулли. 

Пусть в некотором опыте вероятность события А равна Р (А) = 
= р. Тогда вероятность того, что оно не произойдет Р (А) = < 7 , 
причем р - 1 - <7 = 1 2 ). Выполним этот опыт п раз, предположив, что 
отдельные испытания независимы, а значит, исход любого из 
них никак не связан с исходами предыдущих (или последующих) 
испытаний. Далее, найдем вероятность появления события А 
точно к раз в определенной последовательности, скажем только 
в первых к испытаниях. Поскольку опыты независимы, искомая 
вероятность будет записываться следующим образом: 

Р (Л) Р (Л) . . . Р (Л) Р (Л) Р (Л) . . . Р (Л) = р к ц п ~ к . 

к из п (п—к) из п 


2 ) Обозначения р и <7 приняты здесь потому, что они применяются в боль- 
шинстве источников при рассмотрении схемы Бернулли. 
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Однако имеются много других вариантов реализации последова- 
тельности к событий, поскольку они могут происходить в любом 
порядке. К тому же вследствие их независимости вероятность к 
событий будет всегда той же, что и записанная. Отсюда событие 
заключающееся в том, что событие А произойдет к раз в любом 
порядке, представляет собой сумму несовместных событий, со- 
стоящих в том, что А произошло к раз в определенном порядке, 
а поэтому вероятность первого события будет равняться просто 
произведению р V - *. умноженному на число различных возмож- 
ных вариантов следования событий А. 

Здесь необходимо отвлечься от темы и обратиться к комбина- 
торике, с помощью которой можно определить число различных 
вариантов появления события А в п опытах точно к раз. Оче- 
видно, в случае формирования последовательности длиной п 
первое событие А может занять любое из я мест, второе — любое 
из оставшихся (я — 1) мест и т. д., так что для к - го события А 
останется (я к -)- 1) мест. Таким образом, полное число раз- 
личных^ последовательностей длиной я, содержащих точно к 
событий Л, равно произведению числа различных возможностей. 
И окончательно, поскольку к\ порядков следования к событий 
будут идентичны, искомое число запишется как 


(\/к\) [я (я — 1) (я — 2) ... (л-А+1)] = (я!)/*|(л-*)І. (1.28) 
Правая часть (1.28) обычный биномиальный коэффициент , 


часто обозначаемый С„ или (”) 3 ). В этой книге будет исполь- 


зоваться последнее обозначение. 

Найдем, к примеру, биномиальный коэффициент для п = 4 
и к = 2: 



и существует шесть различных последовательностей, в которых 
соб ытие А случае тся ровно 2 раза. Их можно записать в виде 
АААА , АААА, АААА, АААА, АААА, АААА. Теперь ис- 
комая вероятность того, что событие А произойдет к раз, нахо- 
дится как 

Рп(к) = Р \ А произошло к раз} = (" ) р к Ц п ~ к - (1.29) 

Чтобы проиллюстрировать возможности применения полу- 
ченного результата, обратимся к примеру ЭВМ, в которой двоич- 
ные числа 0 и 1 организованы в 32-разрядные слова. Какова 
вероятность однократной ошибки при чтении слова, если вероят- 

3 ) Значения этих коэффициентов приведены в приложении В. 
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ность ошибки при чтении двоичной цифры составляет 1СГ 3 ? В рас- 
сматриваемом случае п = 2,2, к = 1, р = ІО" 3 . Следовательно, 

Р {Одна ошибка в слове} = р 33 ( 1) = ( 32 ) (ІО" 3 ) 1 (0,999) 31 = 

= 32 (0,999) 31 (ІО" 3 ) «0,031. 

Выражение (1.29) может использоваться также для нахождения 
вероятности отсутствия в слове ошибок. В такой ситуации к = 0, 



Р {Отсутствие ошибок в слове} - р ЗІ ( 0) — 


= ( 32 ) (10" 3 )° (0,999) 32 (0,999) 32 « 0,9685. 


Есть множество других практических приложений схемы Бер- 
нулли. Например, в системе, состоящей из я элементов, вероят- 
ность отказа каждого из которых равна р, вероятность того, что 
из строя выйдет только один элемент, равна 



Р {Неисправен один элемент} = р п (1) 


Иногда может представлять интерес определение вероятностей 
того, что некоторое событие произойдет по меньшей мере к раз 
или не более к раз. Эти вероятности можно найти, сложив вероят- 
ности всех исходов, которые составляют рассматриваемое событие. 
Например, найдем вероятность двукратного как минимум выпа- 
дения решетки при четырехкратном подбрасывании монеты. Для 
такого опыта р = ? = 1/2, а я = 4. Из (1.29) получаем, что ве- 
роятность события, заключающегося в двукратном выпадении 
решетки равна 


М2 ) = ( 2 ) адМ/г) 2 = 6 (1/4) (1/4) = 3/8. 


Аналогично, вероятность трехкратного выпадения равна 


Р 4 (3) = ( з ) (1/2) 3 (1/2) 1 = 4 (1/8) (1/2) = 1/4, 


а четырехкратного выпадения 


Р( 4) = ( 1 ) (1/2) 4 (1/2)° = 1 (1/16) 1 = 1/16. 


Следовательно, искомая вероятность будет равна 

Р {Выпадение решетки не менее 2 раз} = 

= Р 4 ( 2) + Рі (3) + /? 4 (4) = 3/8+1/4 + 1/16=1 1/16. 
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Для задач такого типа легко получить общие выражения, но 
при этом возникает несколько различных ситуаций. Приведем 
для них соответствующие выражения: 

к - 1 

Р {Событие А произойдет в п опытах менее к раз} = 2 р п (і), 

(=0 

П 

Р {Событие А произойдет в п опытах более к раз} = 2 Рп{ 0> 

(=к + 1 
к 

Р {Событие Л произойдет в п опытах не более к раз} = XI Рп (0. 

1=0 

П 

Р {Событие А произойдет в п опытах не менее к раз} = ][] р п (і). 

і=к 

В заключение дадим оценку вероятностей р п (к) при больших к. 
Поскольку вычисление биноминальных коэффициентов и возве- 
дение в большие степени р и <7 в таких случаях связано со значи- 
тельными трудностями, часто приходится искать хотя и прибли- 
женные, но зато упрощенные способы выполнения расчетов. Одно 
такое приближение, называемое теоремой Муавра — Лапласа, ис- 
пользуется, если прр 1 , а \к — пр \ < ( пру ) 1/2 . Соответствую- 
щее выражение записывается следующим образом: 

Рп (к) = ( I ) рУ~" » ( 2ппрр )~ 1/ 2 ехр {— (к — пр) 2 І2прр}. (1.30) 

Дополнительное значение этой теоремы станет ясным при рас- 
смотрении в следующей главе понятия непрерывной случайной 
величины. Пока же стоит привести простой пример, иллюстри- 
рующий применение этой теоремы в случае дискретного множе- 
ства исходов опытов. Пусть монету подбрасывают 100 раз и хотят 
определить вероятность выпадения решетки к раз (пусть к = 50). 
Поскольку р = р = 1/2, п = 100, из (1.30) получим 

Рп {к) « (50л)-'/ 2 ехр {— (к — 50) 2 /50} 

для к от 40 до 60. Ясно, что вычисления с помощью последней 
формулы выполнить много проще, чем искать биномиальный коэ&- 
, /1004 , т 

фициент I к 1 для такого к. 

Упражнение 1.10.1. Пару игральных костей бросают 8 раз. 

а) Найдите вероятность выпадения числа 7 точно 4 раза. 

б) Найдите вероятность выпадения в двух испытаниях суммы очков 1 1 

в) Найдите вероятность того, что сумма очков 12 выпадет более одного раза! 
Указание: Вычтите из единицы вероятность события {сумма очков 12 вы- 
падает 1 раз или вовсе не выпадает). 

Ответы : 0,0613, 0,0193, 0,02605. 

Упражнение 1.10.2. Из одной ЭВМ в другую необходимо переслать файл 
объемом 8000 символов. Вероятность ошибки при передаче символа составляет 


44 


Глава 1 


а) Определите вероятность безошибочной передачи файла. 

б) Используя теорему Муавра — Лапласа, вычислите вероятность того, что 
в переданном файле окажется ровно 10 ошибок. 

в) Определите, какова должна быть вероятность ошибки при передаче од- 
ного символа, чтобы вероятность передачи всего файла без ошибок составляла 
0,99. 

Ответы: 3,341 -10- 4 , 0,1099, 1,256 -КГ*. 

ЗАДАЧИ 

Первые две цифры номера каждой задачи совпадают с номером раздела, 
в котором рассматривается соответствующий материал. 

1.1.1. Между выходными клеммами шестиэлементного аккумулятора с но- 
минальным напряжением 12 В последовательно с амперметром включен рези- 
стор, на котором указано номинальное сопротивление 6 Ом. 

а) Перечислите все параметры этой цепи, которые могут считаться случай- 
ными . 

б) Найдите диапазон показаний амперметра, если напряжение аккумулятора 
может принимать любое значение между 10,5 и 12,5 В, реальное сопротивление 
резистора может отклоняться от номинального на ±5 %, а точность показаний 
прибора составляет 2%. Сопротивление обмотки последнего не учитывайте, 

в) Перечислите для этой цепи все параметры, которые нельзя считать слу- 
чайными. 

1.1.2. При определении статистических характеристик текстов на русском 
языке обычно считают, что алфавит состоит из 32 букв, а промежутки между 
словами рассматривают как печатный знак. Знаки препинания, как правило, 
при этом не учитывают. 

а) Подсчитайте, сколько раз каждый из символов встречается в тексте на- 
стоящей задачи. 

б) На основе полученных данных определите, какие два символа имеют наи- 
большие вероятности появления в текстах, а какой (или какие) — наименьшую. 

1 . 2 . 1 . Перечислите все возможные исходы и укажите, являются ли они 
равновозможными для следующих случайных опытов: 

а) подбрасывание двух монет; 

б) рассмотрение последней цифры телефонного номера, взятого наугад из 
справочника, 

в) рассмотрение суммы двух последних цифр телефонного номера, взятого 
наугад из справочника. 

1 . 2 . 2 . Укажите, являются ли элементарными перечисленные ниже события: 

а) выпадение суммы очков 7 при бросании двух игральных костей, 

б) выпадение двух решеток в опыте с тремя монетами, 

в) вытаскивание туза при случайном выборе карты из колоды, 

г) вытаскивание двойки пик при случайном выборе из колоды, 

д) выпадение суммы очков 2 при бросании пары игральных костей, 

е) выпадение трех решеток при бросании трех монет, 

ж) наличие в отрывке текста 16 букв «е». 

1 . 4 . 1 . Определите для опыта с игральной костью вероятности наступления 
следующих событий: 

а) выпадения цифры 5, 

б) выпадения числа, большего 3, 

в) выпадения четного числа. 

1 . 4 . 2 . Определите для опыта с бросанием пары игральных костей вероят- 
ности следующих событий: 

а) выпадения суммы очков 1 1 , 

б) выпадения суммы очков меньше 5, 

в) выпадения четной суммы очков. 

1.4.3. В коробке с немаркированными цифровыми микросхемами лежит 
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200 шестиэлементных инверторов, 100 схем совпадения, 50 ЛК-триггеров, 25 
декадных счетчиков и 25 четырехразрядных сдвиговых регистров. 

а) Какова вероятность того, что взятая наугад микросхема окажется Л К- 
триггером? 

б) Какова вероятность того, что взятая наугад миросхема не является ин- 
вертором? 

в) Если известно, что первая взятая микросхема оказалась сдвиговым ре- 
гистром, то какова вероятность вытаскивания такой же микросхемы во второй 
раз? 

1.4.4. Для задачи 1.4.3 дополнительно известно, что неисправны 10 % ин- 
верторов, 15 % схем совпадения, 18 % триггеров, а также 20 % счетчиков и 
сдвиговых регистров. 

а) Какова вероятность вытаскивания наугад исправного счетчика? 

б) Какова вероятность того, что извлеченная наугад микросхема исправна, 
если известно, что это ЛК-триггер? 

в) Какова вероятность того, что извлеченная микросхема — декадный счет- 
чик, если известно, что она исправна? 

1.4.5. Предприятие выпускает небольшие электрические двигатели мощ- 
ностью 73,6, 368 и 736 Вт, работающие либо от однофазной сети питания пе- 
ременного тока с номинальным напряжением 120 или 240 В, либо от трехфаз- 
ной сети с номинальным напряжением 240 В. Различать эти двигатели можно 
только по маркировке. На складе имеется 3000 таких двигателей в количествах, 
указанных в таблице. На одном из двигателей маркировка отсутствует. Опре- 
делите вероятность того, что 


Мощность 
двигателя, Вт 

Количество двигателей с питанием от сети переменного 
тока с напряжением 

120 В 

240 В 

(однофазная сеть) 

240 В 

(трехфазная сеть) 

73,6 

900 

400 

0 

368 

200 

500 

100 

736 

100 

200 

600 


а) мощность этого двигателя равна 368 Вт, 

б) сеть его питания должна быть однофазной с напряжением 240 В, 

в) мощность двигателя 736 Вт, и он работает от трехфазной сети 240 В, 

г) мощность двигателя 73,6 Вт и он предназначен для работы при напря- 
жении сети 120 В. 

1.4.6. Пусть для случая, описанного в предыдущей задаче, 10% двига- 
телей для сети питания с напряжением 120 В и 5 % двигателей для однофазной 
сети питания с напряжением 240 В промаркированы неправильно. Какова ве- 
роятность того, что произвольно взятый двигатель 

а) окажется неправильно промаркирован? 

б) из группы двигателей для однофазной сети 240 В неправильно промар- 
кирован? 

в) будет иметь мощность 368 Вт и неправильную маркировку? 

1.5.1. Докажите, что в пространстве 5, включающем п элементов, может 
быть выделено 2 п подмножеств. 

Указание: Воспользуйтесь разложением (1 + х) п в ряд по формуле би- 
нома Ньютона. 

1.5.2. Пусть имеется пространство 5 = {1, 3, 5, 7, 9, 11} и три его под. 
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множества: А = {1, 3, 5}, В = {7, 9, 11} и С = {1, 3, 9, 11}. Найдите 
А Ц В А Г) В А Г) В П С С (В П С) А — В 

ВІ]С А Г) С А А ПВ А — С (А— В) и В 

Аис вис В Л П й с — А (А -В) и С 

1.5.3. Постройте и разметьте диаграммы Эйлера — Венна, иллюстрирующие 
задачу 1.4.4. 

1.5.4. Используя операции над множествами, докажите справедливость 
следующих выражений: 

a) А у (А П В) = А, 

б) а и (в п с) = (А и в) л (а и с), 

b) А[] (А и В) = А[]В^ 

г) (А В)\) (А [\ В){] (А В) = А . 

1.6.1. Пусть каждому элементу введенных в задаче 1.5.2 пространства и 
подпространств соответствует вероятность 1/6. Найдите следующие вероят- 
ности: 

а) Р (А), б) Р (В), в) Р (С), г) Р (Л у В), д) Р (Л и С), е) Р ((Л - С) у В). 

1.6.2. Из обычной колоды в 52 карты наугад берут одну. Пусть событие 
Л = {взятая карта — король}, событие В = {взятая карта — масти «пики»}, 
а событие С = {взятая карта — десятка «пик»}. Объясните, в чем состоит смысл 
каждого из перечисленных ниже событий, и найдите их вероятности: 

а) а и в, б) а и в, ■&) а и в, т) а и с, р) в и с, и а и с, ж) в и с, 

з) (Л П В) и С. И) Л П В П с. 

1.6.3. Из обычной колоды в 52 карты наугад берут три. Пусть событие Л = 
= {взятая в первой попытке карта — король}, В = {взятая во второй попытке 
карта — король}, С = {взятая в третьей попытке карта — король}. Объяс- 
ните, в чем состоит смысл каждого из перечисленных ниже событий, и найдите 
их вероятности: 

а) А В, б) А[] В, ъ) АЦ В, г) А(\В{]С , д) (А П В) у (В ПС), 
е) А\]В\]С. 

1.6.4. Докажите, что Р (Л у В) = 1 — Р (Л |"| В). 

1.6.5. Два полупроводниковых диода соединены последовательно. Вероят- 
ность короткого замыкания каждого из них составляет 0,05, а обрыва — 0,1. 
Если считать, что неисправность, возникшая в одном диоде, не влияет на работу 
другого, то какова вероятность работоспособности цепи? 

1.7.1. Кодирование сообщений в цифровой системе связи выполняется пу- 
тем преобразования их в последовательность двоичных символов 0 и 1 . Воз- 
действие шума приводит к тому, что время от времени при приеме происходят 
ошибки. Пусть вероятность передачи нуля составляет 0,4, а единицы — 0,6. 
Кроме того, пусть вероятность приема 1 при передаче 0 равна 0,08, а вероят- 
ность приема 0 при передаче 1 равна 0,05. Найдите: 

а) вероятность того, что переданный 0 будет принят правильно, 

б) вероятность того, что переданная 1 будет принята правильно, 

в) вероятность ошибки при приеме любого символа. 

1.7.2. Иногда при печати машинистка допускает ошибки, ударяя по кла- 
више, находящейся справа или слева от нужной, причем вероятность удара по 
каждой из этих ошибочных клавиш составляет 0,02. На стандартной латинской 
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клавиатуре литеры Е, В и Т находятся рядом, а в текстах на английском языке 
они встречаются с вероятностью Р (Е) = 0,1031, Р (Р) = 0,0484, Р ( Т ) = 0,0796. 

а) С какой вероятностью в отпечатанном этой машинисткой материале 
будет встречаться буква Р? 

б) Какова вероятность того, что буква Р, встретившаяся в таком материа- 
але, будет ошибочной? 

1.7.3. На автомате по продаже сладостей имеется десять кнопок, одна 
из которых вообще не работает, две другие работают только половину времени, 
а остальные — все время. В произвольный момент времени в него опускают 
монету и нажимают кнопку. 

а) Какова вероятность того, что автомат при этом вообще ничего не выдаст? 

б) Если автомат ничего не выдал, то какова вероятность того, что была на- 
жата неработающая кнопка? 

в) Если же автомат выдал какой-либо товар, то какова вероятность того, 
что была нажата одна из кнопок, работающих только часть времени? 

1.7.4. Монету подбрасывают и, если выпадает решетка, кидают одну иг- 
ральную кость, а если герб — ■ две кости. Предположим, что в опыте выпало 
число 3, но не известно, сколько костей было брошено. Какова вероятность того, 
что при бросании монеты выпала решетка? 

1.7.5. Пять линий связи образуют систему, показанную ниже. 



Вероятность исправной работы каждой из этих линий равна 0,9. Какова 
вероятность передачи сообщения из пункта А в пункт В? 

1.7.6. Фирма-изготовитель покупает комплектующие изделия для выпу- 
скаемой ею продукции у трех поставщиков. Вероятность того, что изделие по- 
лученное от поставщика А, окажется негодным, составляет 0,1, от поставщика- 
В — 0,15, а от поставщика С — 0,05. Определите 

а) вероятность того, что выбранное случайным образом изделие окажется 
негодным; 

б) вероятность того, что негодное изделие поступило от поставщика В. 

1.7.7. У радиолюбителя есть три шкафчика, в каждом из которых имеются 
по два выдвижных ящика с радиоэлектронными элементами. В обоих ящиках 
первого шкафчика лежат прп- транзисторы, а в обоих ящиках второго — 
рпр- транзисторы. В третьем же шкафчике транзисторы яря-типа собраны в пер- 
вом ящике, а ряр-типа во втором. Радиолюбитель наугад берет транзистор из 
любого ящика одного из шкафчиков. 

а) Какова вероятность того, что выбранный транзистор окажется прп- типа? 

б) Какова вероятность того, что транзистор был взят из третьего шкаф- 
чика, если известно, что этот транзистор яря-типа? 

в) Какова вероятность того, что транзистор был взят из первого шкафчика, 
если известно, что он яря-типа? 

1.7.8. Докажите, что Р (А \ В) > Р (В | А), если Р (А) > Р (В). 

1.8.1. Определим для опыта бросания пары игральных костей события 
А = {выпадение суммы бочков 5*6} и В = {выпадение суммы очков ^ 6}. 
Зависимы ли эти события? 


48 


Глава 1 


1.8.2. Если события А, В и С независимы, то докажите, что независимы 
и следующие события: 

а) А и В у С; б) А и В Л С; в) А и В — С. 

1.8.3. Бросают пару игральных костей. Пусть в этом опыте события А и В 
заключаются в выпадении нечетных чисел на первой и второй кости, а событие С 
пусть состоит в выпадении нечетной суммы очков. Докажите, что' эти события 
являются 

а) попарно независимыми, 

б) взаимно независимыми. 

1.8.4. Пусть событие^ А не зависит от события В. Докажите, что 

а) А не зависит от В\ 

б) А не зависит от В. 

1.9.1. Выполняется совместный опыт, состоящий в бросании двух монет 
и одной игральной кости. Для монет исходы могут быть следующими: РР, ГГ, 
ГР (исходы ГР и РГ считают одинаковыми, не учитывая того, на какой из 
монет выпал герб, а на какой — решетка). Исходы для кости заключаются в вы- 
падении чисел от 1 до 6. 

а) Укажите все элементы декартова произведения. 

б) Определив событие А как выпадение двух решеток на монетах и очка 3 
на кости, найдите вероятность этого события. 

1.9.2. При производстве некоторого электронного устройства используются 
интегральные схемы четырех типов. Вероятности неисправности этих ИС таковы{ 
0,05 для схем совпадения И-НЕ (которые в случае исправности обозначаются 
как О , а неисправности — как 0)\ 0,1 — для триггеров ( р и 1' соответственно); 
0,03 — для счетчиков (С и С соответственно) и 0,12 — для сдвиговых регистров 
(5 и 5 соответственно). 

а) Запишите все элементы декартова произведения. 

б) Определите вероятность работоспособности собранного устройства. 

в) В случае неработоспособности собранного устройства определите вероят- 
ность того, что она обусловлена неисправностью триггеров. 

г) В случае неработоспособности собранного устройства определите вероят- 
ность того, что она обусловлена одновременной неисправностью счетчиков и 
триггеров. 

1.10.1. Два человека по три раза бросают монету. 

а) Какова вероятность того, что у обоих решетка выпадет ровно по два 
раза? 

б) Какова вероятность того, что у одного из них решетка вообще не вы- 
падет, а у другого выпадет все три раза? 

1.10.2. Если в игре встретились двое соперников равного класса, то что 
более вероятно для одного из них: 

а) выигрыш в четырех играх из семи или в пяти из девяти? 

б) выигрыш по меньшей мере в четырех играх из семи или не менее, чем в 
пяти играх из девяти? 

1.10.3. Докажите, что С г п = С'_, + С г п ~_\ . 

1.10.4. Харви Гладиатор, бейсбольный принимающий, может перехватить 
две трети брошенных ему мячей. Для выигрыша его команды он должен при- 
нять три передачи. Квортербэк четырежды дает Харви пас. Определите вероят- 
ность того, что 

а) Харви не сможет принять все эти четыре передачи. 

б) Харви приведет свою команду к победе. 

1.10.5. Необходимо создать комитет, в состав которого входили бы три 
инженера-электрика и два инженера-механика, выбранные из группы, состоящей 
из семи инженеров-электриков и пяти инженеров-механиков. Сколькими раз- 
личными способами это может быть выполнено, если 
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а) в состав комитета может быть введен любой из инженеров-электриков и 
инженеров-механиков; 

б) в состав комитета может быть введен один вполне определенный инже- 
нер-электрик; 

в) в состав комитета не могут быть введены два определенных инженера- 
механика. 

1 . 10 . 6 . Предположим, что в цифровой системе связи (задача 1.7.1) появ- 
ление ошибок при передаче отдельных двоичных сигналов характеризуется ста- 
тистической независимостью. Определите вероятность того, что при приеме ше- 
сти следующих друг за другом символов 

а) не будет допущено ни одной ошибки, 

б) будет допущена ровно одна ошибка, 

в) будет допущено более одной ошибки, 

г) возникнет одна или большее число ошибок. 

1 . 10 . 7 . Телефонная связь с 12 абонентами, находящимися в удаленном на- 
селенном пункте, обеспечивается при помощи многоканальной СВЧ-линии; 
каждый из абонентов пользуется этой линией в течение 20 % времени пиковой 
загрузки. Сколько каналов нужно иметь, чтобы в пиковый период линия была 
доступна: 

а) 80% абонентов в любой момент времени; 

б) всем абонентам в течение 80 % времени; 

в) всем абонентам в течение 95 % времени. 

1 . 10 . 8 . Изготовитель радиоэлектронного оборудования закупает 1000 ин- 
тегральных микросхем, каждая из которых с вероятностью 0,01 может оказа- 
ться неисправной. Какова вероятность того, что 

а) неисправны будут ровно 10 микросхем? 

б) все микросхемы окажутся исправными? 

в) из всех микросхем неисправна будет лишь одна? 


ЛИТЕРАТУРА 

Все приведенные ниже издания посвящены вопросам, рассмотренным в 
гл. 1. Особенно полезны и доступны для понимания [1, 4, 5, 7, 9]. 

1. Весктапп Р. Еіетепіз о! Аррііеб РгоЬаЫШу ТНеогу. Ие\ѵ Уогк: Нагсонгі 
Вгасе апб \ѴогЫ, Іпс., 1968. 

В этой книге затрагиваются многие вопросы, обсуждаемые в первых ше- 
сти главах настоящей книги, и изложение материала ведется, как правило, на 
том же математическом уровне. Однако автор часто подходит к вопросам' не- 
сколько иначе, а это дает возможность углубить или расширить соответствую- 
щие концепции. В книге приведен ряд интересных примеров. 

2. Сіагке А. В., Оіапеу В. А. РгоЬаЫШу апб Рапсіот Ргосеззея Гог Егщі- 
пеегз апб Зсіепіізіз. Ие\ѵ Уогк: ЛоЬп \Ѵі1еу апб 5оп$. Іпс., 1970. 

Эта книга предназначена для студентов научных и технических специаль- 
ностей. Математический уровень ее в некоторых отношениях выше уровня на- 
стоящей книги, а круг рассмотренных вопросов несколько уже. Изложение ма- 
териала по теории вероятностей и случайным процессам характеризуется стро- 
гостью и полнотой, однако отсутствует обсуждение применения соответствую- 
щих концепций в приложении к системному анализу. В ней также широко рас- 
смотрены марковские процессы и теория массового обслуживания — темы, 
редко затрагиваемые в книгах, предназначенных для студентов. 

3. Оаѵепрогі Ц7. В., 7 г , Рооі Ц7. А. Іпігосіисііоп Го Капбот Зіріаіз апб Иоізе. 
Ие\ѵ Уогк: МсОга\ѵ-Ні11, Іпс., 1958. [Имеется перевод: Давенпорт В. Б., 
Рут В. Л. Введение в теорию случайных сигналов и шумов. — М., ИЛ, 

1960. | 

Эга книга написана на доступном подготовленным читателям уровне и пос- 
вящена применению вероятностных методов анализа систем связи. Изложение 
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ведется на заметно более высоком в сравнении с настоящей книгой математи- 
ческом уровне, и от читателя потребуются определенные усилия. Однако он 
будет щедро вознагражден, поскольку в своей области эта книга является клас- 
сической и наиболее часто цитируемой. 

4. Огаке А. ѴГ. Рипйатепіаіз оГ Аррііесі РгоЬаЬПНу ТЬеогу. Ые\ѵ Ѵогк: 
МсОгаѵ-НіІІ, Іпс. , 1967. 

В этой книге, предназначенной для студентов, в ясной и легкодоступной 
форме изложены наиболее простые аспекты теории вероятностей. Материал ее 
непосредственно соответствует содержанию гл. 1 — 3 настоящей книги. Особый 
интерес представляет применение фурье-преобразования плотности вероятностей 
непрерывных случайных величин и 2-преобразования плотности вероятностей 
дискретных случайных величин вместо характеристических функций. 

5. Гнеденко Б. В., Хинчин А. Я. Элементарное введение в теорию вероят- 
ностей. — 9-е изд. — М., Наука, 1982. 

Эта небольшая по объему книга для высшей школы была написана двумя 
выдающимися советскими математиками. В ней очень ясно и доступно описаны 
основные представления теории вероятностей, рассматриваемые в гл. 1 и 2 
настоящей книги. Изложение ведется на достаточно простом математическом 
уровне и практически не выходит за рамки несложных алгебраических методов. 
Тем не менее рассматриваемые в ней вопросы имеют фундаментальное значение 
и изучение этой книги может быть очень полезно для понимания сути теории 
вероятностей. 

6. НеЫгот С. \Ѵ. РгоЬаЫІІіу апй ЗіосЬазііс Ргосеззез Гог Епдіпеегз. Ые\ѵ Ѵогк: 
Мастіііап, Іпс., 1984. 

Эта книга, соответствующая современному уровню науки и специально 
предназначенная для студентов технических ВУЗов. Хотя в ней при изложении 
материала в сравнении с настоящей книгой применен несколько более математи- 
зированный подход, она проста и легка для понимания. Особый упор'сделан 
на рассмотрение понятий вероятности, случайных величин и случайных про- 
цессов, однако очень мало внимания уделено применению соответствующих 
концепций для системного анализа. В книгу включено множество превосходных 
задач. 

7. іаппіпд ^ . Н., ВаШп Р. Н. Капйот Ргосеззез іп Аиіотаііс Сопігоі. 
Иеѵ Ѵогк: МсОга\ѵ-Ні11, Іпс., 1956. 

Эта книга предназначена для аспирантов, специализирующихся в области 
систем автоматического управления. Однако в ее первой половине четко и до- 
ступно изложены вопросы теории вероятностей и случайных процессов на уровне, 
вполне пригодном для усвоения студентами-старшекурсниками, изучающими 
радиоэлектронику. Подход к некоторым темам, например к случайным процес- 
сам, по сравнению с настоящей книгой отличается большей детальностью. В рас- 
сматриваемом источнике содержится материал, относящийся фактически ко 
всем темам, затронутым в настоящей книге, хотя при описании в заключитель- 
ных главах некоторых приложений применяются более современные математи- 
ческие концепции. 

8. Рароиііз А. РгоЬаЫІІіу, Рапйот ѴагіаЫез, апй ЗІосЬазііс Ргосеззез. — 
2пй. ей. Ие\ѵ Уогк: МсОга\ѵ-Ні11, Іпс., 1984. 

Эта широко используемая книга предназначена для аспирантов и посвя- 
щена приложению теории вероятностей к решению задач практической радио- 
электроники. В ней рассматриваются фактически все вопросы, освещенные 
в настоящей книге, а также многие другие. Изложение ведется на гораздо более 
абстрактном и математизированном языке, чем в настоящей книге, однако в нее 
включено большое число полезных примеров и следствий. 

9. Раггеп Е. Мойегп РгоЬаЫІІіу ТЬеогу апй Из Арріісаііопз. Ие\ѵ Уогк: йоЬп 
\Ѵі1еу апй 5опз, Іпс., 1960. 

Эта книга представляет собой обычный учебник по теории вероятностей. 
Материал представлен в ясной форме, рассмотрены примеры и задачи, посвя- 
щенные многим интересным приложениям этой теории. 
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10. РсеЫез Р. 2. РгоЬаЫШу, Капсіот ѴагіаЫез, апсі КапсЗот 5і§па1 Ргіп- 
сіріез. ІЧеѵѵ Ѵогк: МсОга\ѵ-Ні11, Іпс., 1980. 

Книга предназначена для студентов, и в ней изложены по существу те же 
вопросы, что и в настоящей книге, хотя и на более простом математическом 
уровне и с меньшим количеством обсуждаемых приложений. В ней, однако, 
приведено множество превосходных задач. 

11. 8ріе§еІ М. Р. ТЬеогу апсі РгоЫешз оі РгоЬаЫШу апб Зіаіізіісз. ЗсЬаит’з 
ОиШпе Зегіез іп МаіЬетаіісз. ІЧе\ѵ Ѵогк: МсОгаѵѵ-НіІІ, Іпс., 1975. 

Это издание конспективного характера, которое совместно с настоящей 
книгой может использоваться для самостоятельного изучения теории вероят- 
ностей. Хотя оно и отличается краткостью изложения, но тем не менее содержит 
все основные определения и множество примеров. В книгу включено большое 
количество очень хороших задач с ответами. Эта книга является одной из не- 
многих, где приведены материалы как по теории вероятностей, так и по стати- 
стике. 

12. ТНотаз ^ . Ап Іпігосіисііоп іо Зіаіізіісаі Соштипісаііоп ТЬеогу. Ые\ѵ Ѵогк: 
.ІоЬп \Ѵ і 1 еу апб Зопз, Іпс., 1969. 

В этой книге, предназначенной для аспирантов, дается широкий обзор 
теории вероятностей и случайных процессов, а также рассматривается приме- 
нение их для решения разнообразных системных задач. В ней затронуто боль- 
шинство вопросов, обсуждаемых в настоящей книге, хотя местами рассмотрение 
проводится на уровне, доступном читателю, лучше подготовленному по матема- 
тике. Кроме того, в ней уделено внимание и ряду дополнительных тем. Эта книга 
представляет несомненный интерес для студентов, которые хотят получить более 
полные знания о методах вероятностного анализа. В конце каждой главы при- 
веден обширный список, в котором перечислены как книги, так и журнальные 
статьи. 

13. ТНотаз ^ . В. Ап Іпігосіисііоп іо АррНеб РгоЬаЫШу апсі Капсіот Рго- 
сеззез. Ые\ѵ Ѵогк: ЛоИп ЛѴіІеу апб Зопз, Іпс., 1971. 

Эта книга написана на доступном аспирантам уровне и посвящена вопросам 
теории вероятностей и случайным процессам. Она сложнее настоящей книги, 
однако круг обсуждаемых в них вопросов примерно одинаков. Она полезна для 
дополнительного чтения. 


Глава 2 


Случайные величины 


2.1. Понятие случайной величины 

В предыдущей главе рассматривались только такие ситуации, 
в которых число возможных исходов, связанных с любым из опы- 
тов, было конечным. Хотя и не утверждалось, что их число должно 
быть конечным (поскольку в действительности это не так), соот- 
ветствующее предположение выдвигается и является совершенно 
справедливым для таких поясняющих примеров, как опыты с мо- 
нетами, игральными костями и резисторами, вынимаемыми из 
коробок. Существует, однако, множество других опытов, число 
возможных исходов которых не будет конечным, и целью настоя- 
щей главы является представление способов описания таких 
опытов в соответствии с введенными выше представлениями теории 
вероятностей. 

Неплохой способ начального описания ситуации с бесконечным 
числом возможных исходов заключается в дальнейшем рассмо- 
трении все того же опыта с выбором резистора из коробки. В гл. 1 
в ходе изучения соответствующего примера было сделано замена* 
ние о том, что выбор 1-омного или 10-омного резистора означает^ 
что они имеют маркировку «1 Ом» или «10 Ом». В реальных же 
условиях сопротивления резисторов близки к этим номинальным 
значениям и могут отличаться от них на некоторую неизвестную 
(но измеримую) величину. Отклонения сопротивлений от номи- 
нальных возникают из-за нестабильностей процесса изготовления 
резисторов, и сопротивления могут принимать любые значения 
в пределах некоторого заданного диапазона. Поскольку факти- 
ческое значение сопротивления наперед не известно, оно является 
случайной величиной. 

Представим далее коробку с резисторами, каждый из которых 
имеет маркировку 100 Ом. В связи с технологическими допусками 
фактические сопротивления всех этих резисторов несколько от- 
личаются друг от друга. Кроме того, количество возможных зна- 
чений сопротивлений бесконечно, так что опыту, заключающемуся 
в выборе одного резистора, соответствует бесконечное число воз- 
можных исходов. Даже если известно, что все сопротивления не 
выходят за пределы 99,99 — 100,01 Ом, возможных значений внутри 
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этого интервала бесконечно много. Таким образом, если опреде* 
лить какое-то отдельное событие как выбор резистора с сопротив- 
лением 100 Ом, вероятность его будет равна нулю. С другой сто- 
роны, если определить событие как выбор резистора с сопротивле- 
нием от 99,9999 до 100,0001 Ом, то его вероятность будет нену- 
левой. Фактическое значение сопротивления и в данном случае 
следует полагать случайной величиной, которая в указанном диа- 
пазоне может принять любое значение. 

Понятие случайной величины можно связать также с функ- 
циями времени, и в большинстве рассматриваемых в настоящей 
книге приложений фигурируют величины именно такого типа. 



Рис. 2.1. Реализация случайной функции времени. 


Хотя в гл. 3 мы будем иметь дело исключительно со случайными 
величинами и функциями времени, здесь стоит несколько от» 
влечься, чтобы отметить наличие связи между этими понятиями, 
так как это даст возможность понять, в чем состоит практическая 
польза от проводимого изучения. 

Предположим, что в результате некоторого опыта реализована 
случайная функция времени х ((), пример которой дан на рис. 2.1, 
В определенных практических ситуациях такая реализация яв- 
ляется лишь одной из бесконечного множества потенциально воз- 
можных. Совокупность всех реализаций образует случайный 
процесс, обозначаемый X (і) = {х (/)}. Если для него определены 
также и вероятностные характеристики, эта совокупность назы- 
вается ансамблем. Любой член ансамбля (например, х (()) пред- 
ставляет собой выборочную функцию и ее значение в некоторый 
определенный момент времени, к примеру в момент / х является 
случайной величиной, обозначаемой X (/ х ) или просто Х х . Таким 
образом, Х х = х (/ х ), если х (() — отдельная наблюдаемая выбо- 
рочная функция (реализация) случайного процесса X ( I ), 

Понятие случайной величины, связанной со случайным про- 
цессом, шире, чем то, которое вытекало из приведенного выше 
примера с резисторами. Во-первых, здесь в каждый момент вре- 
мени фигурирует своя случайная величина, хотя между любыми 
двумя величинами, соответствующими различным моментам вре- 
мени, обычно имеется определенная связь. Во-вторых, случайный 
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характер, о котором здесь говорится, наблюдается по всему ан- 
самблю при переходе от одной выборочной функции к другой. 
Кроме того, аналогичный случайный характер может наблюдаться 
и при переходе от одного момента времени к другому. В связи 
с этим вероятностное описание случайных величин одновременно 
может служить вероятностным описанием случайного процесса. 
Однако наше начальное рассмотрение будет ограничено рамками 
случайных величин, а затем распространено на случайные про- 
цессы. 

С точки зрения инженерного подхода случайная величина — 
это просто числовое описание исхода случайного опыта. Вспом- 
ним, что пространство выборок 5 = {а} представляет собой мно- 
жество всех возможных исходов эксперимента. При исходе а 
случайная величина X принимает значение, которое можно обо- 
значить X (а). При таком подходе случайная величина — просто 
действительная функция, определенная на пространстве выборок, 
и на практике фундаментальное определение случайной величины 
является таким же простым, как и определение функции (с учетом 
некоторых ограничений, необходимых для математической по- 
следовательности). Однако для технических приложений обычно 
нет необходимости рассматривать в явном виде пространство 
выборок. Как правило, нужно уметь приписывать вероятности 
различным событиям, связанным с рассматриваемыми случайными 
величинами, причем часто эта оценка может проводиться исходя 
непосредственно из сведений о конкретной практической ситуа- 
ции. Последняя тема, которая будет затронута в данной главе, 
связана с вопросом о том, какие события должны рассматриваться 
для получения исчерпывающего описания случайной величины 
и каким образом могут быть найдены соответствующие им ве- 
роятности. 

Если случайная величина способна принимать любые значения 
внутри заданного диапазона (возможно бесконечного), то ее на- 
зывают непрерывной. Ниже все случайные величины будут счи- 
таться непрерывными, если не будет оговорено иное. Как будет 
показано, к дискретным случайным величинам (т. е. принимающим 
значения из конечного набора) могут применяться те же способы, 
что и к непрерывным. 

2.2. Функция распределения вероятностей 

Чтобы рассмотрение непрерывных случайных величин оста- 
валось в рамках теории вероятностей, обсужденных в гл. 1, не- 
обходимо определить события, связанные с вероятностным про- 
странством. Существуют много способов определения таких со- 
бытий, но метод, описываемый ниже, является практически обще- 
принятым. В основе его лежит использование так называемой 
функции распределения вероятностей. 
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Пусть X — случайная величина в том смысле, как она опреде- 
лена выше, ах — любое ее допустимое значение. Функцию рас- 
пределения вероятностей определяют как вероятность события, 
заключающегося в том, что наблюдаемая случайная величина 
меньше или равна допустимому ее значению х, т. е. 

/=■*(*) = Р(Х<*) 1) . 

Иногда ее называют функцией распределения. 

Поскольку эта функция представляет собой вероятность, она 
должна удовлетворять основным аксиомам теории вероятностей 
и обладать свойствами, присущими вероятностям и указанными 



Рис. 2.2. Примеры функций распределения вероятностей. 


в гл. 1. Однако эта функция зависит от возможных значений х 
случайной величины X, и поэтому должна в общем виде опреде- 
ляться для всех значений х. Таким образом, требование, чтобы 
функция распределения вероятностей Р х (х) представляла собой 
вероятность, накладывает на ее свойства определенные ограниче- 
ния. Они могут быть в итоге записаны следующим образом: 

1) 0<М*)<1, — 00<Х<00, 

2) Рх ( — 0°) = О, Р х (оо) = 1 , 

3) Р х (х) не уменьшается при возрастании х, 

4) Р ( Хі < X < х 2 ) = Р х (х г ) - Р х ( Хі ). 

Примеры функций распределения вероятностей представлены на 
рис. 2.2. На рис. 2.2, а показан график функции распределения 
вероятностей для непрерывной случайной величины, изменяю- 
щийся от оо до +оо, а на рис. 2.2, б — с областью изменения 
от а до Ь. На рис. 2.2, в изображен график функции распреде- 
ления вероятностей для дискретной случайной величины, которая 


) Индекс X служит для обозначения случайной величины, а аргумент х 
может быть заменен любым другим символом. В ходе дальнейшего рассмотрения 
индекс X часто будет опускаться, если это не будет приводить к потере однознач- 
ности записи. Таким образом, Рх (х) в ряде случаев будет записываться как 
Р (х). 
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может принимать только четыре возможных значения (0, а, Ь, с). 
При рассмотрении функций распределения вероятностей такого 
типа важно помнить, что в определение Р х (х) включены условия 
X = х и X < х. Поэтому на рис. 2.2, в У х (а) будет равно 0,4, 
а не 0,2. 

Функция распределения вероятностей может также исполь- 
зоваться для нахождения вероятности события, заключающегося 
в том, что наблюдаемая величина X принимает значение, большее 



Рис. 2.3. Особый случай функции распределения вероятностей. 


(но не равное) х. Поскольку такое событие противоположно 
событию с вероятностью Р х (х) ясно, что 

Р(Х>х)= 1-Р х (х). 

Обратимся к частному случаю функции распределения вероят- 
ностей, график которой показан на рис. 2.3. Обратите внимание, 
что эта функция отвечает всем требованиям, перечисленным выше! 
Из рисунка следует справедливость нескольких утверждений из 
множества возможных: 

Р (X < - 5) = 0,25, Р(Х>-5) = 1 - 0,25 = 0,75, 

Р(Х>8) = 1-0, 9 = 0,1, Р(— 5<Х<8) = 0,9- 0,25 = 0,65, 

Р (X > 0) = 1 -Р(Х<0) = 1 -0,5 = 0,5. 


В рассматриваемом примере интервал изменения аргумента 
функции распределения вероятностей ограничен конечными пре- 
делами. Однако так бывает не всегда. Обратимся, в частности, 
к функции распределения вида 

Рх(х) = Ѵ 2 [1 + (2/л) агсі§ (х/5)], — оо<х<оо, (2.1) 

график которой представлен на рис. 2.4. В этом случае снова 
можно сделать ряд утверждений о вероятности события, состоя- 
щего в том, что значения случайной величины X будут лежать 
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Рис. 2.4. Функция распределения вероятностей случайной величины, изменяю- 
щейся на бесконечном интервале. 

внутри заданных интервалов. Например, легко проверить спра- 
ведливость следующих соотношений: 


Р (X < —5) = 0,25, Р (X > - 5) = 1 - 0,25 = 0,75 ; 
Р (X > 8) = 1 - 0,8222 = 0, 1 778, 

Р (— 5 < X < 8) = 0,8222 - 0,25 = 0,5722, 
р (X > 0) = 1 - Р (X < 0) = 0,5. 


Упражнение 2.2.1. Случайной величиной X в опыте с бросанием шести 
монет считают число выпавших при испытании решеток. 

а) Нарисуйте график функции распределения вероятностей для этой слу- 
чайной величины. 

Какова вероятность того, что случайная величина X примет значение: 

б) меньше 3,5? 

в) больше 2,5? 

г) в интервале от 1,5 до 5? 

Ответы: 0,6563; 0,875; 0,6563. 

Упражнение 2.2.2. Функция распределения вероятностей случайной вели- 
чины имеет следующий вид: 



Найдите вероятность того, что 

а) X > 0,5, б) X < 0,25, в) 0,3 < X < 0,7. 

Ответы : 0,2212; 0,6065; 0,2442. 

2.3. Плотность распределения вероятностей 

Хотя функция распределения и дает исчерпывающее описание 
вероятностной модели одной случайной величины, ее форма не 
всегда удобна для выполнения необходимых расчетов. Иногда 
предпочтительнее использовать не саму функцию Р х (х), а ее 
производную. Она называется плотностью распределения вероят- 
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ностей ( плотностью вероятностей) и в случае существования 
определяется как 2 ) 

и м = ііш ?-'.<■> = 

д*--о Л* Ли 

Физический смысл плотности распределения вероятностей лучше 
раскрыть через элемент вероятности / х ( х ) с/х. Его можно записать 
в виде 

[ х (х)Ах = Р(х<Х <^х + Ах). (2.2) 

Это соотношение утверждает, что элемент вероятности [ х (х) Ах 
есть вероятность того, что случайная величина X лежит в диа- 
пазоне возможных значений между х и х + Ах. 

Поскольку [ х (х) — это плотность распределения вероятностей, 
а не сама вероятность, она не должна обязательно быть меньше 1 
и может принимать любые неотрицательные значения 3 ). Основ- 
ные ее свойства записываются следующим образом: 

О /х (х) 0, — оо <х< ОО, 

СО 

2 ) } !х{х)Ах = 1*, 

00 


3) Рх(х) = | !х(и)Аи, 

— 00 

4 ) I !х (*) Лх = Р ( Хі < X < ЛГ 2 ). 

На рис. 2.5 показаны примеры графиков плотности распреде- 
ления вероятностей, соответствующие функциям распределения, 
проиллюстрированным на рис. 2.2. Обратите особое внимание на 
то, что плотность распределения вероятностей для дискретной 
случайной величины представляет собой совокупность дельта- 
функций, площадь каждой из которых равняется соответствую- 
щему скачкообразному приращению функции распределения ве- 
роятностей. Могут встречаться также плотности распределения 


2 ) Здесь вновь индекс X соответствует случайной величине X и, если это 
не вызывает неясностей, его можно опустить. В связи с этим / (х) часто будет 
записываться как / (х). і 

3 ) Поскольку Р х ( х ) не уменьшается при увеличении х. 

Данное свойство означает, что площадь, ограниченная осью абсцисс и 
кривой /д. (х) , равна 1. Оно имеет очень важное значение в теории вероятно- 
стей и называется условием нормировки плотности распределения вероятно- 
стей. — Прим. ред. 
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вероятностей, где непрерывные участки сочетаются с одной или 
большим числом дельта-функций. 

Существует много различных математических выражений, 
с помощью которых можно описывать плотности распределения 
вероятностей, однако лишь часть из них имеет определенную 
практическую ценность при анализе технических систем. Некото- 
рые из этих выражений рассмотрены в дальнейших разделах, 
а в приложении Б приведена таблица, содержащая много приме- 
ров плотности распределения вероятностей. 


Л 

Г' 

С 



У 

г х м 

0,2 ‘ 

V 

од 

0 аОЬ ОаЬс 

а 6.6 


Рис. 2.5. Плотности распределения вероятностей для функций распределений, 

показанных на рис. 2.2. 

Однако, прежде чем переходить к изучению наиболее важных 
из них, обратимся к плотностям распределения вероятностей, 
соответствующим описанным в разд. 2.2 функциям распределения. 
Из рис. 2.3 следует, что плотность распределения вероятностей 
случайной величины X при х — 10 и х > 10 должна равняться 
нулю. Кроме того, в интервале от — 10 до +10 она должна иметь 
постоянное значение, поскольку на этом участке угол наклона 
графика функции распределения не изменяется. Таким образом, 

Г 0, х< — 10, 

/ х (х) = |о,5, — 10 < х С 10, 

[О, х> 10. 

График этой функции показан на рис. 2.6. 

Плотность вероятностей для функции распределения, график 
которой показан на рис. 2.4, находится дифференцированием 
выражения (2.1). Таким образом, 

Іх ( х ) = <*?х (х)/(іх = <+1/2 + (1/я) агсі§ (х/5)]!сіх = 

= 5/л(х 2 + 25), — оо <х< оо. (2.3) 

График этой функции приведен на рис. 2.7. 

При исследовании технических систем часто встречаются 
ситуации, когда одна случайная величина является функцией 
другой, с известной плотностью распределения вероятностей, 
причем необходимо определить плотность вероятностей первой. 
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Пусть, например, интерес представляет плотность вероятностей 
мощности, если известны плотности вероятностей других связан- 
ных с ней случайных величин — напряжения или тока. Или, 
скажем, нужно определить плотность распределения вероятностей 
случайного напряжения или тока после выполнения над ними 



Рис. 2.6. Плотность вероятностей, соответствующая функции распределения, 

показанной на рис. 2.3. 

какого-либо нелинейного преобразования. Хотя нет необходи- 
мости проводить здесь исчерпывающее исследование затронутой 
проблемы, несколько основных положений, используемых в ходе 
дальнейшего обсуждения, будут изложены. 

Для проведения в последующем формальных математических 
преобразований предположим, что случайная величина У — одно- 



Рис. 2.7. Плотность вероятностей, соответствующая функции распределения, 

показанной на рис. 2.4. 

значная действительная функция другой случайной величины X, 
т. е. 4 ) У = § ( X ). При этом плотность распределения вероятностей 
!х ( х ) считается известной, и нужно определить плотность веро- 
ятностей [у (у) случайной величины У. На рис. 2.8, а показан 
график функции § (X) для частного случая ее монотонного воз- 


4 ) Отсюда также понятно, что возможные значения X и У связаны соот- 
ношением у = § (х). 
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растания. Из него следует, что если случайная величина X при- 
нимает значения в интервале от х до х + сіх, то случайная ве- 
личина У — от у до у + сіу. Поскольку вероятности этих событий 
есть соответственно /Д (х) сіх и / у (у) сіу, можно сразу записать 
соотношение /у (у) сіу = / х (х) сіх, из которого получим выражение 
для искомой плотности вероятностей: 

Іг (У) = /а- (х) йх/сіу. (2.4) 

Естественно, в правой части (2.4) аргумент х должен быть вы- 
ражен через обратную функцию от у. 




Рис. 2.8. Преобразование случайных величин. 


Для монотонно убывающей функции К=^(Х) (рис. 2.8,6) 
результат оказывается аналогичным и различие будет только в 
знаке производной. Рассматривая график на рис. 2.8, б и учи- 
тывая неотрицательность плотности вероятностей, легко понять, 
какие изменения требуется ввести в (2.4): в нем должно фигури- 
ровать значение производной, взятое по абсолютной величине. 
Поэтому в общем случае 

/у (У) = !х(х)\сіх/сіу\. (2.5) 

Чтобы проиллюстрировать различные преобразования слу- 
чайных величин, обратимся сперва к наиболее простой задаче 
линейного преобразования случайных величин. Пусть известна 
плотность вероятностей случайной величины X. Рассмотрим дру- 
гую случайную величину У, связанную с первой линейным соот- 
ношением У = АХ. С такой ситуацией можно столкнуться, 
в частности, если X и У являются сигналами на входе и выходе 
неискажающего линейного усилителя. Поскольку возможные 
значения Хи У связаны линейно, сіу/сіх = А и из (2.5) следует, 
что искомая плотность распределения вероятностей случайной 
величины У 


/у (У) = 0/| А | )[х(у/А)’ 
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Таким образом, определение плотности вероятностей любой слу- 
чайной величины, представляющей собой «масштабированную 
копию» другой случайной величины с известной плотностью рас- 
пределения вероятностей, является достаточно простой задачей. 

Рассмотрим теперь следующий частный пример преобразова- 
ния случайных величин. Пусть плотность распределения вероят- 
ностей случайной величины X имеет вид 

/х (*) = (х), 


где и ( х ) 
разом: 


единичная функция, определяемая следующим об- 



Рис. 2.9. Возведение в квадрат случайной величины. 


Пусть случайная величина У связана с X соотношением У = X 3 . 
Поскольку у их связаны таким же образом, понятно, что 

<іу](1х = Зх 2 , сіх/сіу = 1 /Зх 2 = 1/3 у 2/ъ . 

В соответствии с этим искомая плотность распределения вероят- 
ностей случайной величины V равна 

/у (У) = 1 /гУ~ !/ ‘и(у) ехр {— у' /3 ). 

Случайная величина У может быть такой, что производная 
функции § (X) может менять знак. В таких случаях рассмотре- 
ние участков с разным знаком производной можно проводить по 
отдельности, а затем объединять найденные плотности распреде- 
ления вероятностей. Приведем для иллюстрации преобразования 
такого типа следующий пример. 

Пусть две случайные величины связаны соотношением У = 
= X 2 . График такой функции показан на рис. 2.9 и может изобра- 
жать преобразование случайного напряжения в случайную мощ- 
ность (без учета масштаба). Поскольку абсолютное значение про- 
изводной сіх/сіу может быть записано в виде \сіх/сіу\ = \/2у ] /2 
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и поскольку каждому значению у соответствуют два значения 
х (х = ±у' /2 ), искомая плотность распределения вероятностей 
будет записываться как 

Ы(у) = {\/2у' /2 )[Г х (у т )+? х {-у' /2 )], </>0. (2.6) 


Кроме того, поскольку у не может принимать отрицательных 
значений. 


[г (У) = 0, у < 0. 

Ниже будут рассмотрены некоторые другие приложения пре- 
образований случайных величин. 

Упражнение 2.3.1. Плотность распределения вероятностей случайной вели- 
чины X имеет вид 


І х (*) = К и (х) е~ 2х . 


где и ( х ) — единичная функция. Определите 

а) чему равно К\ 

б) вероятность того, что X > 1 ; 

в) вероятность того, что X ^ 0,5. 

Ответы: 0,1353; 0,6321; 2,0. 

Упражнение 2.3.2. Случайные величины У и X (плотность распределения 
вероятностей X определена в предыдущем упражнении) связаны следующим 
образом: У = 6Х + 3. Найдите плотность вероятностей случайной величины У. 
Ответ: 1/3 ехр [ — (у — 3)/6]. 


2.4. Средние значения и моменты случайных величин 

Одной из самых важных и фундаментальных концепций, свя- 
занных со статистическими методами, является способ нахождения 
средних значений случайных величин или их функций. Инже- 
неры-электрики умеют определять средние значения функций 
времени, интегрируя их на некотором интервале времени, а затем 
деля полученную величину на продолжительность этого интер- 
вала: указанная операция используется для нахождения постоян- 
ной составляющей, среднего квадратического отклонения или сред- 
ней мощности таких функций и называется усреднением по вре- 
мени. Средние по времени значения важны при рассмотрении 
случайных функций времени, но, разумеется, говорить о среднем 
одиночного значения случайной величины не имеет смысла, 
поскольку оно определяется как мгновенное значение. Для опре- 
деления среднего значения случайной величины нужно интегри- 
рование по времени заменить интегрированием по диапазону 
возможных значений, которые она может принимать. Такая 
операция называется усреднением по ансамблю. 
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Применяется несколько способов записи операции нахожде- 
ния среднего значения, но в технической литературе чаще исполь- 
зуют запись следующего вида: 5 ) 

со 

Х = Е[Х] = | хПх)йх. (2.7) 

— со 

Величина Е [X] называется математическим ожиданием X. 
Как будет показано ниже, во многих практических случаях мате- 
матическое ожидание случайной величины равно среднему по 
времени значению любой из выборочных функций, относящихся 
к случайному процессу, к которому принадлежит рассматривае- 
мая случайная величина. В таких ситуациях нахождение мате- 
матического ожидания изменяющихся случайным образом напря- 
жения или тока эквивалентно определению их постоянных со- 
ставляющих. 

С помощью выражения (2.7) может быть найдено математи- 
ческое ожидание любой функции от х. Итак, 

+°° 

я [§■(*)]= I ё (х) ! (х) дх. (2.8) 

— со 

Функции вида § (х) = х п имеют особое значение, поскольку 
входят в общее выражение для начальных моментов случайной 
величины: 

+°° 

Е[Х п ] = \х п [(х)сІх. (2.9) 

— оо 

Самыми важными из моментов Е [Х п ] случайной величины X 
являются начальный момент 1-го порядка (при п = 1), равный 
математическому ожиданию (2.7), и момент 2-го порядка (при 
п = 2), посредством которого находится средний квадрат слу- 
чайной величины, 


+СО 

Х 2 = ^[Х 2 ]= \ х*[(х)сіх. (2.10) 

— 00 

Важность среднего квадрата обусловлена тем, что он часто 
интерпретируется как усредненный по времени квадрат случай- 
ного напряжения или тока. При этом он оказывается пропорцио- 
нальным средней мощности (выделяющейся на активном сопро- 
тивлении), а корень квадратный из этой величины представляет 
собой эффективное значение случайного напряжения или тока. 

®) Обратите внимание, что индекс X здесь опущен, поскольку абсолютно 
ясно, к какой случайной величине относится эта функция. 
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Кроме того, можно ввести понятие центральных моментов, 
представляющих собой моменты разности случайной величины X 
и ее математического ожидания X. Так, центральнвій момент 
я-го порядка имеет вид 

+°° 

(Х-Х)" = Е[(Х-Х) п ] : ] (х-Х) п [(:)сІх. (2.11) 

— со 

Первый центральный момент (для п = 1) равен, естественно, 
нулю, а вот второй центральный момент (для я = 2) так важен, 
что даже получил особое название дисперсии и обозначение о' х . 
Таким образом, 

+°° 

ах = (X - X) 2 = \ (х - X) 2 / (х) Ах. (2.12) 

— со 

Дисперсию можно определить и по-другому, если воспользоваться 
правилом для нахождения математического ожидания суммы 
случайных величин: 

Е [Х г + Хо + •••+ Х т ] = Е [Х г ] + Е [X,] + ■■■+ Е [Х т ]. 
Поэтому 

а\ = Е [(X - X) 2 ] = Е [X 2 - 2ХХ + (X) 2 ] = 

= Е [X 2 ] 2 Е [X] X + (X) 2 = X 2 - 2Х X + (X) 2 = ЗГ 2 - (X) 2 , 

(2.13) 

так что дисперсия — это разность между средним квадратом слу- 
чайной величины и квадратом ее математического ожидания. 
Величина о х — значение корня квадратного из дисперсии — 
называется стандартным или средним квадратическим откло- 
нением. 

В электрических схемах дисперсия, как правило, соотносится 
со средней мощностью, выделяемой на активном сопротивлении 
переменной составляющей приложенного к нему напряжения или 
протекающего в нем тока. Корень квадратный из дисперсии в этом 
случае будет соответствовать показаниям вольтметра или ампер- 
метра, стрелки которых отклоняются на угол, пропорциональный 
эффективному значению переменной составляющей тока или на- 
пряжения, и которые не реагируют на постоянную составляющую 
(например, вследствие того что на входе прибора установлен раз- 
делительный конденсатор). 

В целях лучшего усвоения материала, относящегося к мате- 
матическому ожиданию и моментам, рассмотрим ситуацию, где 
фигурирует случайная величина X с равномерной плотностью рас- 
пределения вероятностей (рис. 2.10). Такую плотность вероятно- 

ѵ 3 Дж Купер 
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стей может иметь, например, пилообразное напряжение, изменяю- 
щееся линейно в диапазоне от 20 до 40 В. Математически эта 
функция может быть записана в виде 


0, — оо<д-<20, 

[(х) = \ 1/20, 20 < д: С 40, 

0, 40<х<оо- 

По формуле (2.7) найдем математическое ожидание рассматри- 
ваемой случайной величины: 


40 


Х = [х (1/20) йх = (1/20) (г72) 
Нх) 


20 


40 


20 


= ( 1 600 — 400)/40 = 30 В. 


_і_ 

20 


О 10 20 30 40 50 

Рис. 2.10. Плотность вероятностей равномерного распределения случайной 

величины. 


Отметим, что и интуитивно это значение представляется подхо- 
дящим для того, чтобы считаться средним для описанного пило- 
образного сигнала. По формуле (2.10) найдем для него средний 
квадрат: 

40 40 

х* = I х 2 (1/20) йх = (1/20) (г73) I = (64 — 8)- 10 3 /60 - 933,3 В 2 . 

20 20 

Дисперсию этой случайной величины можно определить либо по 
формуле (2.12), либо по формуле (2.13). Из последней имеем 

Ох = | X 2 - (X) 2 1 = 933,3 - (30) 2 = 33,3 В 2 . 

С учетом предположений о случайных процессах, которые 
будут сделаны ниже, можно сказать, что если измерение пилооб- 
разного напряжения выполняется при помощи вольтметра по- 
стоянного тока, то последний должен показать 30 В. Если бы из- 
мерения выполнялись при помощи вольтметра эффективных зна- 
чений переменного тока, не реагирующего на постоянную состав- 
ляющую, то он показал бы (33,3) 1/2 В. 

В качестве второго примера рассмотрим плотность распределе- 
ния вероятностей вида 

[ (х) = кх [и (х) — и (х — 1) ], 
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где и (х), как и ранее, представляет собой единичную функцию. 
Значение к может быть найдено из 0-го момента / ( х ), поскольку 
он представляет собой площадь под графиком плотности распре- 
деления вероятностей и должен равняться 1. Таким образом, 

і 

| кх Ах = к/ 2 = 1 , 
б 

и, следовательно, к = 2. Теперь несложно определить математи- 
ческое ожидание и средний квадрат, которые соответственно за- 
пишутся как 

і і 

X - | х (2х) сіх = 2/3, X 2 = [ х 2 (2х) Ах = 1/2. 

О о 

Отсюда получим дисперсию 

а 2 х = X' 2 - (X) 2 = 1/2 - (2/3) 2 = 1/18. 

Аналогично, 4-й начальный момент случайной величины X за- 
пишется как 

і 

Х 4 = | х 4 (2х) сіх = 1/3, 

О 

а 4-й центральный момент — как 

і 

(X - X) 4 = | (х - 2/3) 4 (2х) Ах = 1/135. 

о 

Последний интеграл без труда вычисляется, если учесть, что 
(х — 2/3) 4 х = (х — 2/3) 5 + (2/3) (х — 2/3) 4 . 

Упражнение 2.4.1. Для случайной величины X из упражнения 2.3.1 оп- 
ределите: 

а) математическое ожидание, 

б) значение среднего квадрата, 

в) дисперсию. 

Ответы: 1/4, 1/2, 1/2. 

Упражнение 2.4.2. Плотность вероятностей случайной величины имеет вид 
І х (х) = Ѵ„ [и (х + 2) — и (х — 2) ]. 

Определите для случайной величины У = Х г : 

а) математическое ожидание, 

б) значение среднего квадрата, 

в) дисперсию. 

Ответы : 4/3, 64/45, 16/5. 

3* 
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2.5. Нормальное (гауссовское) распределение вероятностей 

Среди различных функций распределения вероятностей, кото- 
рые будут здесь изучаться, особое место занимает, конечно, нор- 
мальное распределение {распределение Гаусса). Его важность опре- 
деляется рядом причин, среди которых необходимо отметить сле- 
дующие: 

1. Такое распределение служит хорошей математической мо- 
делью для ряда наблюдаемых случайных явлений. Более того, 
сам факт, что модель является гауссовской, можно строго доказать 
для многих ситуаций. 

2. Нормальное (гауссовское) распределение принадлежит к 
числу немногих, позволяющих описывать ситуации с произволь- 
ным числом случайных величин. 

3. Любые линейные комбинации гауссовских случайных ве- 
личин также являются гауссовскими. Аналогичные утверждения 
в отношении большинства негауссовских величин будут неверны. 

4. Гауссовский случайный процесс может быть полностью 
описан (в статистическом смысле) при помощи только первого и 
второго моментов. Для других процессов это утверждение не- 
справедливо. 

5. Исчерпывающий статистический анализ в ходе системного 
анализа как для линейных, так и для нелинейных преобразований 
случайных процессов нередко удается выполнить, только если 
эти процессы гауссовские. 

Нормальная (гауссовская) плотность вероятностей имеет вид 

[(х) = (1/(2л) 1/2 а) ехр [— (х - Х) 2 /2о 2 ], — оо<х<оо, (2.14) 

где X — математическое ожидание, а 2 — дисперсия. Соответ- 
ствующая ей функция распределения вероятностей к простым 
математическим зависимостям не сводится. Графики плотности 
и функции распределения вероятностей гауссовской случайной 
величины показаны на рис. 2.11, а и б соответственно. Следует 
отметить ряд их особенностей. 

1 . Плотность распределения • вероятностей гауссовской слу- 
чайной величины имеет только один максимум, который соответ- 
ствует математическому ожиданию. 

2. График этой функции симметричен относительно матема- 
тического ожидания. 

3. Ширина нормальной плотности вероятностей прямо про- 
порциональна среднему квадратическому ( стандартному ) от- 
клонению о. На уровне 0,607 от максимального значения функции 
[х (х) она равна 2а х . В этих точках абсолютная величина произ- 
водной (і[ х (х)/дх достигает своего максимального значения. 

4. Максимальное значение нормальной плотности распреде- 
ления вероятностей обратно пропорционально стандартному от- 


Случайные величины 


69 


клонению а. Поскольку площадь под кривой (2.14) равна единице, 
ее можно использовать для определения единичного импульса 
(или дельта-функции), устремив от -> 0, т. е. 

8(х — Х) Ига (і/(2п) 1/2 а) ехр { — (х — Х) 2 /2о 2 }. (2.15) 

а-> О 

Преимущество такого введения дельта-функции перед некото- 
рыми другими состоит в том, что она в этом случае оказывается 
бесконечно дифференцируемой. 

Функция распределения вероятностей для гауссовской слу- 
чайной величины, как отмечалось выше, не может быть записана 
в виде компактного математического выражения с использова- 




Рис. 2.11. Плотность вероятностей (а) и функция распределения (б) гауссов- 
ской случайной величины. 


ни ем элементарных функции. Ее можно, однако, выразить через 
широко известные табулированные функции. С учетом связи 
между функцией распределения и плотностью распределения 
вероятностей можно записать следующее общее выражение для 
функции распределения вероятностей гауссовской случайной ве- 
личины: 

X х 

Г{х ) - ! Ни) Ли = (2п)~ 1/2 <г 1 I ехр [{и — Х) 2 /2ст 2 ] йи. (2.16) 

— 00 —со 

Обычно табулируют функцию нормированного гауссовского рас- 
пределения вероятностей, характеризуемого математическим ожи- 
данием, равным нулю, и дисперсией, равной единице (т. е. X = О, 
о = 1). Ее обозначают через Ф (х) и определяют следующим об- 
разом: 

Ф (х) = (2л)~ 1/2 ] ехр ( — и 2 /2) сіи. 

— Я? 


(2.17) 
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Посредством простой замены переменных легко показать, что 
общее выражение (2.16) для нормальной функции распределения 
вероятностей с использованием (2.17) может быть записано в виде 

Р (х) = Ф((х — Х)/а). (2.18) 

Сокращенная таблица значений Ф ( х ) дана в приложении Г. По- 
скольку в таблицах обычно приводят значения функции для не- 
отрицательных х, нередко возникает необходимость в использо- 
вании дополнительного соотношения 

ф (— х) = 1 — ф (х). (2.19) 

Еще одной функцией, тесно связанной с Ф (х) и в ряде случаев 
более удобной, является (2-функция, определяемая как 

<2 (х) = (2л) _1/2 1 ехр (— и/2) сіи, (2.20) 

X 

и для нее 

0 (-х) = 1 - <2 (х). (2.21) 

Из сравнения (2.20) с (2.17) ясно, что С? (х) = 1 — Ф (х). Сравни- 
вая полученный результат с (2.18), найдем 

р (х) = 1 — <2 ((х — Х)/ 0 ). 

В приложении Д приведена краткая таблица значений С} (х) 
для малых х. 

В литературе можно встретить различные обозначения для 
функций Ф (х) и С} (х). Некоторые авторы используют запись 

егі (х) = Ф (х), (2.22) 

где егі (х) — функция ошибок, и 

еНс (х) = () (х), (2.23) 

где егіс (х) — обратная функция ошибок. Однако другие авторы 
определяют функцию ошибок как 

егі (х) = (2/л 1 2 ) = [ ехр ( — и 2 ) <іи = 2Ф () 2х) 1. (2.24) 

б 

Такое различие в способах записи подчеркивает необходимость 
внимательного изучения определений, встречающихся в ли- 
тературе. 

Несмотря на то что функции Ф (х) и С} (х) подробно табулиро- 
ваны, лучше использовать <2 (х), если таблицы нет под рукой 
или в нее не включены нужные значения х. Это связано с тем, что 
существует относительно несложный и достаточно точный метод 
расчета ее значений при помощи обычного микрокалькулятора. 
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Процедура такого расчета начинается с представления (2 ( х ) 
в виде 

< 2 - 25 > 

где О (х) — бесконечная дробь, определяемая как 

с ^) = мп 5 

х + 2 

7+3 (2.26) 

* + 4 

Следующий шаг заключается в определении числа членов, кото- 
рые необходимо использовать для оценки О ( х ). При большем их 
количестве точность расчета повышается, но, конечно, увеличи- 
вается и его трудоемкость. Правило выбора количества членов 
будет вскоре сформулировано, а пока примем, что мы уже опреде- 
лили, каким числом членов п нам следует ограничиться. Затем 
найдем значения величин из следующей последовательности: 

Рп = х +- л/х, 

Рп-1 = Х + (П- 1 )/р п , 


Рі — X -(- \/Рі, 

0(х) = 1 /р х . 

Последняя величина и будет искомым значением 0 (х). 

Число членов, необходимых в разложении О (х) для достиже- 
ния требуемой точности, зависит от величины х, для которой вы- 
полняется расчет: чем меньше х, тем больше должно быть п. 
Общее правило гласит: для получения шести значащих цифр 
в результирующем значении О (х) произведение хп должно быть 
не менее 30. 

(^-функция используется при нахождении вероятностей очень 
редко встречающихся событий. Рассмотрим пример, который 
позволит не только продемонстрировать ее применение, но также 
пояснит способ вычисления. Предположим, что построенный на 
интегральной микросхеме триггер переходит от состояния, соот- 
ветствующего «0», к состоянию «1» каждый раз, когда напряжение 
на его входе превышает 2,5 В. Пусть нулевому состоянию вход- 
ного сигнала соответствует напряжение 0,5 В, но к нему добав- 
ляется случайный гауссовский шум, дисперсия которого равна 
0,2 В - . Таким образом, входной сигнал триггера может быть пред- 
ставлен в виде гауссовской случайной величины с математиче- 
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ским ожиданием 0,5 В и дисперсией 0,2 В 2 . Необходимо опреде- 
лить вероятность того, что из-за превышения входным сигналом 
уровня 2,5 В произойдет ложное срабатывание триггера. Как 
следует из определения (3-функции, искомая вероятность равна 
^ 1(2,5 — 0,5)/(0,2) 1/2 ] = (3(4,472). Хотя в приложении Д при- 
ведено значение функции для этого аргумента, для примера рас- 
считаем его, используя описанный метод. Вспоминая правило, 
определим, что п = 7. Поэтому 

р- = 4,472 + 7/4,472 = 6,037, 

Р , = 4,472 + 6/6,037 = 5,466, 

Рь = 4,472 + 5/5,466 = 5,387, 


Рі = 4,472 + 1/4,868 = 4,677, 

О (4,472) = 0,2138, 

<2 (4,472) = Н Е І - 4|47 2а /2) 0 , 2138 = 3 872 ]0 _ в 

Обратите внимание, что вероятность ложного срабатывания триг- 
гера в любой операции достаточно мала. Однако для всего пе- 
риода времени работы триггера эта вероятность может быть зна- 
чительной. Вероятность отсутствия ложных срабатываний равна 
единице за вычетом вероятности того, что такое срабатывание 
будет иметь место. Таким образом, при п операциях вероятность 
ложного срабатывания будет записываться как 

Р (ложное срабатывание) = 1 — (1 — 3,872 • ІО" 6 )". 

При д = 10’ Р (ложное срабатывание) = 0,321. Рассмотренный 
пример дает возможность сделать заключение о том, что наличие 
в цифровой схеме заметного шума рано или поздно приведет 
к появлению ошибок при ее функционировании. 

Хотя многие из наиболее полезных свойств гауссовских слу- 
чайных величин станут видны только при совместном рассмотре- 
нии двух или большего числа таких величин, здесь можно отме- 
тить простоту, с которой определяются для них моменты высоких 
порядков. Центральный момент д-го порядка, вычисленный по 
выражению (2.11), для гауссовской случайной величины будет 
равен 

— =~ п I 0, для нечетных л, 

(Х-Х) = . „ (2.27) 

1 1 -3-э . . . (д — 1) а , для четных д. ' 

Например , из (2.27) для 4-го центрального момента получим 

(X — - X) 4 = За 4 . Однако необходимо сделать предостережение. 

Начальный момент Х п и центральный момент ( X — Х) п не всегда 
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связаны так просто, как для п — 2. В частности, для нормального 
распределения при п = 4 

X 7 = Зо 4 + бег 2 (X) 2 + (X) 4 . 

Прежде чем переходить к дальнейшему рассмотрению инте- 
ресно сравнить выражение (2.14) с вероятностью, рассчитываемой 
по приближенной формуле (1.30) для опытов по схеме Бернулли 
при больших п. Можно заметить, что по внешнему виду формула 
Муавра Лапласа напоминает нормальную плотность распреде- 
ления вероятностей, если отвлечься от того, что кипъ этой фор- 
муле целые числа, и считать пр математическим ожиданием 
а л/л? дисперсией. Поскольку схема Бернулли связана с дис- 
кретным распределением, плотность вероятностей для нее будет 
представлять собой совокупность дельта-функций, число которых 
тем больше, чем больше п, и фигура, образуемая ими, при п Л оо 
будет приближаться к распределению Гаусса. 

Другим важным следствием, тесно связанным с этим, является 
центральная предельная теорема. Эта теорема имеет дело с суммой 
большого количества независимых случайных величин с одинако- 
выми плотностями распределения вероятностей. В частности 
пусть имеются случайные величины Х 1% Х 2 , ..., Х п с одинаковыми 
математическими ожиданиями т.х и дисперсиями о 1 ^. Опреде- 
лим нормированную сумму как г 

Ѵ = п ~ 112 X] ( х >і - т х ). (2.28) 

к= 1 ' 

Теорема гласит, что при некоторых условиях, не слишком стро- 
гих и выполняющихся почти для любых встречающихся на прак- 
тике случайных величин, при п -> оо независимо от вида плот- 
ностей распределения вероятностей случайных величин Х к , вхо- 
дящих в сумму, плотность вероятностей случайной величины V 
приближается к гауссовской. Кроме того, вследствие нормиро- 
вания ее математическое ожидание будет равно нулю, а диспео- 
сия — оу. Теорема справедлива и для более общего случая, 
однако здесь не имеет смысла рассматривать этот вопрос. Важно 
осознать, что почти все явления случайного характера встречаю- 
щиеся на практике, представляют собой результат наложения 
множества отдельных событий. Такое замечание справедливо 
в отношении теплового движения электронов в проводнике, 
возникновения дробового шума в электронной лампе или тран- 
зисторе, атмосферных помех, возмущений среды, волн в океане 
и многих других физических источников случайных возмущений. 
Следовательно, независимо от вида плотности вероятностей от- 
дельных составляющих (а очень часто они не известны) можно 
ожидать, что плотность распределения вероятностей наблюдаемого 
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возмущения будет нормальной. Центральная предельная теорема 
дает математическое обоснование для такого предположения, 
и эксперименты почти всегда подтверждают его правильность. 

Упражнение 2.5.1. Математическое ожидание гауссовской случайной вели- 
чины X равно 1, а дисперсия 16. Найдите вероятность того, что случайная 
величина X примет 

а) отрицательное значение; 

б) значение от 1 до 2; 

в) значение больше 4. 

Ответы : 0,0987; 0,2266, 0,4013. 

Упражнение 2.5.2. Для случайной величины X, параметры которой за- 
даны в предыдущем упражнении, найдите: 

а) 4-й центральный момент; 

б) 4-й начальный момент; 

в) 3-й центральный момент; 

г) 3-й начальный момент. 

Ответы : 0, 49, 768, 865. 


2.6. Плотности распределения вероятностей, 
связанные с гауссовским распределением 

В разд. 2.5 были перечислены некоторые из причин, обуслов- 
ливающих особую важность гауссовского распределения случай- 
ной величины. Еще одна причина заключается в том, что множе- 
ство других плотностей вероятностей, встречающихся на прак- 
тике, имеют связь с гауссовской и могут быть получены с ее по- 
мощью. Некоторые из них и ситуации, где они наблюдаются, 
будут описаны в этом разделе. Не все они будут введены строгим 
образом, поскольку в большинстве случаев для этого потребо- 
вался бы иной уровень изложения материала, но в целях иллю- 
страции применяемого метода самые важные получат математи- 
ческое обоснование. 

Плотность распределения вероятностей мощности. Если при- 
ложенное к электрической цепи напряжение или текущий через 
нее ток носят случайный характер, то мощность, рассеиваемая на 
активном сопротивлении, представляет собой случайную вели- 
чину, пропорциональную квадрату этого тока или напряжения. 
Преобразование, выполняемое в таком случае и описанное 
в разд. 2.3, используется здесь для определения плотности рас- 
пределения вероятностей, связанной с мощностью случайного 
напряжения или тока, подчиняющихся нормальному закону. 
В частности, пусть I — случайная величина, соответствующая 
значениям тока I (/Ц, и пусть ее плотность вероятностей /, (і) — 
гауссовская. Тогда мощность ]Ѵ (другая случайная величина) 
будет записываться как \Ѵ = ЯР и нужно определить ее плот- 
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ность распределения вероятностей [ ѵ (да). По аналогии с (2.6) 
она может быть записана в виде: 

Л_(да) - ) ( 1 /2(^)‘ /2 ) [// ((ю//?) 1/2 ) +и (-(да/Я)' /2 )], да>0, 

ІѴУК ' |0, да<0. ( 2 - 29 ) 

Если величина / имеет нормальную плотность распределения 
вероятностей с нулевым математическим ожиданием, то 

/ / (0 (1/(2л)' -’а/) ехр (— і 2 /2а 2 ), 

где о} дисперсия случайной величины / . Следовательно, 07 — 
это значение стандартного отклонения тока. Далее, поскольку 



Рис. 2.12. Плотность вероятностей мощности тока, распределенного по нор 

мальному закону. 


функция /, (і) — симметричная, то /, (і) = /, (~і). Таким обра- 
зом, оба члена в (2.29) идентичны, и выражение для плотности 
вероятностей мощности принимает вид 

/_(а,) _ (0 /а/( 2л#да) 1/2 ) ехр(~ы>/2Ко 2 ,), да>0, 

/нП ; |0, да<0. I 2 - 30 ) 

График функции / п? (да) показан на рис. 2.12. Отсюда прямо на- 
ходим, что математическое ожидание мощности есть 

ІЁ-- Е [#/ 2 ] = Ко 2 ,, 

а ее дисперсия 

<& = Г 2 - (Г ) 2 = Е [Я 2 / 4 ] - (Г ) 2 = 

= 3 К 2 а) (Ко 2 ,) 2 = 2 К 2 о). 

Стоит отметить, что при да = 0 плотность распределения ве- 
роятностей мощности бесконечна, а это значит, что наиболее 
вероятное значение мощности равно нулю. Это обусловлено тем, 
что наиболее вероятное значение тока также равно нулю и про- 
изводная ау/М в рассматриваемой точке равна нулю. Однако 
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важно отметить, что плотность вероятностей мощности не содер- 
жит дельта-функцию. 

Функцию распределения вероятностей мощности можно было бы 
определить интегрированием соответствующей плотности распре- 
деления вероятностей. Однако эта операция не дала бы искомую 
функцию в виде краткого математического выражения. С другой 
стороны, функция распределения вероятностей без труда может 
быть найдена исходя из основного определения. А именно, ве- 
роятность того, что мощность не превысит некоторого значения, 
есть вероятность того, что ток будет находится в пределах от 
— (до//?) 1/2 до -ф(до//?) 1/2 . Таким образом, для тока с нормальным 
законом распределения, нулевым математическим ожиданием и 
дисперсией функция распределения вероятностей мощности имеет 
вид 


Г ѵг (до) — 


Р [і < ИР) 1Д ’1 Р [і < - (до/Я) 1 '' 2 ] ф ((ы>/Я) и2 /о,) - 
-- Ф(— (до//?) 1/2 /<Т/) = 2Ф {{хюІЯ)' ,2 Іо,)— 1 , до >0, 

0, до < 0 . 


В качестве примера рассмотрим случайный сигнал, который 
подается на громкоговоритель обычной стереосистемы. Предпо- 
ложим, что сопротивление громкоговорителя равно 4 Ом, а мак- 
симально допустимое паспортное значение мощности 25 Вт. Пусть 
ток, текущий через обмотку звуковой катушки этого громкого- 
ворителя, имеет нормальное распределение и обеспечивает сред- 
нюю мощность на громкоговорителе 4 Вт. Какова вероятность 
превышения паспортного значения мощности? Поскольку мощ- 
ность 4 Вт на сопротивлении 4 Ом приводит к дисперсии тока 
о) = 1 , 

Р (Г > 25) = 1 - Р ѵ (25) = 2 [1 — Ф ((25/4)'/2/1)] = 

= 2 (1 — 0,9798) = 0,0404. 


Это значение вероятности соответствует нескольким превыше- 
ниям за одну секунду допустимого уровня мощности громкогово- 
рителя. Реальная ситуация даже несколько хуже, поскольку плот- 
ность вероятностей музыкального сигнала не подчиняется нор- 
мальному закону и он достигает своих пиковых значений чаще, 
чем при нормальном распределении. 

Упражнение 2.6.1. К резистору с сопротивлением 4 Ом приложено напря- 
жение случайного характера, плотность распределения вероятностей которого 
соответствует нормальному закону с нулевым математическим ожиданием и стан- 
дартным отклонением, равным 10 В. Определите вероятность того, что мощность, 
рассеиваемая в резисторе, 

а) лежит в диапазоне от'9,9 до 10,1 Вт (используйте при расчете функцию 
распределения вероятностей мощности); 
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б) превысит 25 Вт; 

в) не превысит 10 Вт. 

Ответы: 0,00616, 0,3174, 0,472. 
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Распределение Рэлея. Это распределение встречается в не- 
скольких практических ситуациях. В частности, ниже будет по- 
казано, что плотности вероятностей амплитудных значений (т. е. 
огибающих) узкополосных случайных напряжения или тока, 
распределенных по нормальному закону, подчиняются рэлеев- 
скому закону. Первоначально эту плотность вероятностей ввел 
лорд Рэлей в 1880 г. при рассмотрении огибающей суммы ряда 
гармонических колебаний разной частоты. Она также встречается 


Ш 



Рис. 2.13. Рэлеевская плотность распределения вероятностей. 


при пристрелке пушек, ракет и другого огнестрельного и мета- 
тельного оружия, если разбросы (отклонения от цели) в каждом 
из двух взаимно перпендикулярных направлений независимы и 
распределены по нормальному закону. Таким образом, если на- 
чало прямоугольной системы координат считать целью, а разброс 
по осям обозначить через X и V , то промах будет выглядеть как 
Я = (-Х 2 Ѵ 2 У /2 . Если X и V — независимые гауссовские слу- 

чайные величины с нулевыми математическими ожиданиями и 
одинаковыми дисперсиями о 2 , то плотность вероятностей для Я 
будет записываться в виде 


/о 2 ) ехр (— г72а 2 ) г > 0, 



(2.31) 


г<0. 


Это и есть рэлеевская плотность распределения вероятностей, 
график которой для различных значений дисперсии а 2 показан 
на рис. 2.13. Обратите внимание на то, что максимум этой функ- 
ции соответствует стандартному отклонению, и что она несимме- 
трична относительно этого значения. 
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Математическое ожидание случайной величины, распределен- 
ной по закону Рэлея, легко определяется и равно 

СО 00 

Я = I г/н (г) сіг : | (г 2 / о 2 ) ехр ( — г 2 /2а 2 ) сіг = (л/2 ) 1/2 а, 

о о 

а средний квадрат имеет вид 

оо со 

= ] г 2 ! в (г) сіг = ( (гУст 2 ) ехр (— . г 2 /2а 2 ) сіг = 2ст 2 . 

о о 

При этом дисперсия случайной величины Р равна 

= Я 2 - (Я) 2 = (2 - л/2) о 2 : 0,429а 2 . 

Обратите внимание, что полученное значение дисперсии отли- 
чается от дисперсии а 2 гауссовских случайных величин, из кото- 
рых получена рассматриваемая рэлеевская величина. В отличие 
от гауссовских случайных величин, для случайной величины, 
распределенной по закону Рэлея, и математическое ожидание и 
дисперсия зависят от одного и того же параметра а 2 , в результате 
чего они не могут изменяться независимо друг от друга. 

Функция распределения вероятностей для рэлеевской вели- 
чины находится непосредственно из соответствующей плотности 
вероятностей, которая легко интегрируется. Таким образом, 

Г в (г) = 

( г 

| (и/а г ) ехр (— ц 2 /2а 2 ) йи = 1 ехр (— г 2 /2а 2 ), г > О, 

О 

0. г < 0. 

(2.32) 

Чтобы проиллюстрировать использование распределения 
Рэлея, рассмотрим стрельбу из лука по мишени диаметром 60,8 см, 
с центром которой совпадает начало прямоугольной системы 
координат. Расстояния от него до точек попадания стрел — это 
случайные величины, имеющие X и У ортогональные составляю- 
щие. Пусть средние квадратические отклонения разброса по абс- 
циссе и ординате одинаковы и равны 7,6 см, т. е., а х = а у = 
= 7,6 см. Если принять, что случайные величины распределены 
по нормальному закону, то расстояние от точки попадания стрелы 
до центра мишени (отклонение разброса) будет случайной вели- 
чиной с распределением Рэлея, плотность вероятности для кото- 
рой записывается в виде 

Ы (>') = (7,6)" 2 г ехр [ — г 2 /2 - 7,6 2 ], г > 0. 
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Используя полученные выше результаты найдем, что математи- 
ческое ожидание разброса есть Я. = (я/2) 1/2 7,6 я* 9,5 см, а стан- 
дартное отклонение о н = (0,429 -7,6) 1/2 ж 5 см. При помощи 
функции распределения вероятностей найдем вероятность непо- 
падания в мишень: 


Р (непопадание в мишень) 1 Р н (30,4) = 

1 - - [1 ехр ( — 30,4 2 /2 - 7,6 2 )] = е ~ 8 = 3,35- ІО -4 . 


Аналогично, приняв диаметр яблочка мишени равным 5,08 см, 
найдем, что вероятность попадания в него будет 


Р (попадание в яблочко) = Р Л (2,54) 
= 1 - ехр [2,54 2 /2 - 7,6 2 ] = 0,0540. 


Очевидно, лучник из этого примера не слишком опытен, хотя 
почти все его стрелы и попадают в мишень! 

Упражнение 2.6.2. Стрелок-любитель стреляет из пистолета в мишень диа- 
метром 20 см. Известно, что вероятность непопадания в мишень при одном вы- 
стреле составляет 0,01. Определите математическое ожидание для разброса (от- 
носительно центра мишени) по всей серии выстрелов. 

Ответ: 4,2 см. 

Распределение Максвелла. Одна из задач термодинамики со- 
стоит в определении плотности распределения вероятностей ско- 
ростей молекул идеального газа. Исходное предположение для 
нее заключается в том, что каждая составляющая скорости под- 
чиняется нормальному закону с нулевым математическим ожида- 
нием и дисперсией о 2 = кТ/т , где к — постоянная Больцмана, 
Т — абсолютная температура, а т — масса молекулы. Полная 
скорость равна 


ѵ ==(ѴІ + Ѵі + Ѵ 2 г у /2 . 


Можно показать, что соответствующая плотность распределения 
вероятностей будет иметь вид 


(2/я) 1 / 2 (ѵ 2 /а 3 ) ехр (— у 2 /2 а 2 ), ѵ > 0, 


(ѵ) = { о 



Это распределение называют максвелловским. 

Математическое ожидание случайной величины с максвеллов- 
ским распределение^ (средняя скорость молекулы) находится 

как обычно и равно V = (8/я) 1/2 о. Можно показать, что средний 
квадрат и дисперсия для этого случая будут равны 


И = За 2 , а\ = у ' - (К) 2 = (3 - 8/я) а 2 = 0,453а 2 . 
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Зная V 2 , найдем среднюю кинетическую энергию, поскольку 
е = тѴ 2 /2, а, следовательно, Е \е\ — тѴ 2 / 2 = (3/2 )та 2 — 
= (3/2 )т(кТ/пг)— ЗкТ/2, что является классическим результатом. 

Максвелловское распределение не может быть выражено про- 
стым способом через элементарные функции или даже через табу- 
лированные функции. Поэтому обычно приходится прибегать 
к численному интегрированию. Пусть, к примеру, необходимо 
определить вероятность того, что кинетическая энергия какой- 
нибудь молекулы превысит более чем в два раза среднее значение 
энергии, вычисленное по всей совокупности молекул. Поскольку 
кинетическая энергия равна е = тѴ 2 / 2, а среднее значение ее 
есть (3/2) то 2 , скорость молекулы, энергия которой вдвое и более 
превышает среднюю, запишется как V > 6 І/2 а. Вероятность того, 
что скорость молекулы будет находиться в этом интервале, равна 

СО 

Р (Р >■ 6 І/2 о) = | (2/л) 1 / 2 ( ѵ 2 /о 3 ) ехр ( — ѵ 2 /2 а 2 ) йѵ. 

6 1/2 а 

В результате численного интегрирования получим 
Р (е > 2е) = Р (У > 6 >/ 2 о) = 0,1128. 

Упражнение 2.6.3. Известно, что в некотором газе при температуре 300 К 
число молекул, обладающих скоростями около 1 - ІО 3 м/с, вдвое превышает число 
молекул, скорости которых примерно равны 5- ІО 3 м/с. Определите 

а) математическое ожидание скорости молекул; 

б) массу одной молекулы. 

Ответы. 2794,9 м/с, 1 ,35 - 1 0~ 27 г. 


Хи-квадратичное распределение. Можно обобщить получен- 
ный выше результат, если случайную величину определить как 


М 2 - Ѵ\+Ѵ\+ +Ѵп, (2.34) 


где Ѵі, У о, ..., У п — независимые гауссовские случайные вели- 
чины с нулевыми математическими ожиданиями и единичными 
дисперсиями. В этом случае говорят, что случайная величина X 2 
имеет хи-квадратичное распределение с п степенями свободы, 
а ее плотность распределения вероятностей 


/ (-ѵ 2 ) 


! 


Ос 2 )'^ 2 - 1 

2 ,!/2 Г (га/2) 


ехр (--Х 2 /2), 


0 , 


* 2 > 0 , 

х 2 < 0. 


(2.35) 


Если нормировать случайные величины так, чтобы дисперсия 
была единичной, то рассмотренное выше распределение мощности 
можно считать хи-квадратичным с п — 1. Аналогично, для рас- 
пределения Рэлея квадрат величины промаха (Р 2 ) можно считать 
хи-квадратичным с п = 2. Распределение Максвелла для квадрата 
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скорости (У 2 ) можно считать хи-квадратичным с п = 3 и ему 
можно поставить в соответствие плотность распределения вероят- 
ностей энергий молекул. 

Математическое ожидание и дисперсия хи-квадратичной слу- 
чайной величины выражаются в очень простом виде благодаря 
исходному предположению о единичных дисперсиях компонент. 
Таким образом: 

X 2 - п, (о*.) 2 - 2 п. 

Во многих задачах, связанных с обнаружением сигналов, где 
по совокупности отсчетов измеряемого напряжения необходимо 
сделать вывод о наличии или отсутствии сигнала на фоне шумов, 
часто используется хи-квадратичное распределение. Если на- 
пряжение содержит только шумовую составляющую, то совокуп- 
ность отсчетов имеет нулевое математическое ожидание и к ней 
применимо хи-квадратичное распределение. Однако, если в нем 
присутствует и сигнал, математическое ожидание будет отличаться 
от нуля. Случайная величина, представляющая собой сумму 
квадратов отсчетов вида (2.34), при этом будет характеризоваться 
нецентральным хи-квадратичным распределением. Хотя задачи 
обнаружения сигналов описанного здесь типа и имеют чрезвы- 
чайно важное значение, дальнейшее рассмотрение применения 
соответствующих распределений выходит за рамки настоящей 
книги. 

Упражнение 2.6.4. Пусть каждая из 10 независимых выборок напряжения 
с нормальным распределением имеет нулевое математическое ожидание и дис- 
персию, равную 16 В 2 . Суммированием квадратов этих выборок получают 
новую случайную величину. Определите ее математическое ожидание и дисперсию. 

Ответы-. 5120 В 4 , 160 В 2 . 

Логарифмически нормальное распределение. Если случайная 
величина определена как логарифм другой случайной величины, 
ее распределение будет иметь несколько иную связь с нормальным. 
Например, в системах связи затухание сигнала при прохождении 
его по тракту обычно измеряется в неперах и выражается как 

А = 1п (Г вых /Г вх ), 

где 1^ ВЬІХ и \Ѵ [ІХ — мощности выходного и входного сигналов 
соответственно. Из экспериментов известно, что затухание А 
очень часто ведет себя как случайная величина с нормальным 
распределением. Отсюда появляется задача определения плот- 
ности распределения вероятностей отношения мощностей. 

Чтобы получить результат в общем виде, рассмотрим две 
случайные величины, связанные соотношением У — \п X, или, 
что эквивалентно, X = ехр (У), и предположим, что У представ- 
ляет собой гауссовскую случайную величину с математическим 
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ожиданием У и дисперсией оу. Используя (2.5), несложно пока- 
зать, что плотность распределения вероятностей для X имеет вид 

| (1/(2я) 1/2 о у х) ехр [ — (іп х — К) 2 /2сгу], х > О, 

им = \о, ,< 0 .< 2 ' 36 > 

Это и есть логарифмически нормальная плотность распределения 
вероятностей. В технике чаще используются десятичные лога- 
рифмы, но перейти от одних к другим очень просто. На рис. 2.14 
показан общий вид графиков логарифмически нормальных плот- 
ностей распределения вероятностей. 



Рис. 2.14. Логарифмически нормальная плотность вероятностей. 

Математическое ожидание и дисперсия находятся как обычно 
и имеют вид 

X = ехр (У -)- а у / 2), 
о 2 х = [ехр (ок) — 1] ехр 2 (К + оу/ 2). 

Логарифмически нормальная функция распределения вероят- 
ностей не может быть записана через элементарные функции. 
Если необходимо выполнять расчеты с применением этого рас- 
пределения, обычно приходится прибегать к численному ин- 
тегрированию. 

Упражнение 2.6.5. Логарифмически нормальное распределение получено 
из обычного нормального распределения с математическим ожиданием, равным 2 
и дисперсией, равной 1. 

а) Определите, каково наиболее вероятное значение логарифмически нор- 
мального распределения. 

б) Решите задачу (а), если математическое ожидание нормального распреде- 
ления равно 4, а дисперсия 6. 

Ответы: 2,718, 0,1353. 

2-7. Другие плотности распределения вероятностей 

Кроме распределений вероятностей, имеющих связь с нормаль- 
ным, в ходе решения технических задач нередко приходится 
встречаться и с другими. Некоторые из них будут описаны, 
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а ситуации, в которых они могут встретиться, — кратко обсуж- 
дены. 


Равномерное распределение вероятностей. Это распределение 
уже упоминалось в предыдущем разделе, где использовалось для 
иллюстрации; теперь мы обобщим наши представления о нем. 
На практике равномерное распределение встречается тогда, когда 
среди принимаемых случайными величинами значений нет каких- 
либо предпочтительных. В частности, обычно считают, что собы- 
тия, происходящие в произвольные моменты времени (например, 
испускание частиц радиоактивным веществом) с равной вероят- 
ностью могут происходить в любой момент времени. Обычно также 
полагают, что неизвестная фаза гармонического сигнала с равной 
вероятностью может принимать любое значение в диапазоне 2я ра- 
диан. Можно считать, что временное положение импульсов, со- 
ставляющих периодическую последовательность (например, се- 
рию импульсов передатчика РЛС), может с равной вероятностью 
быть любым внутри интервала, равного периоду, если действитель- 
ное положение этих импульсов относительно момента начала 
отсчета неизвестно. Некоторые из таких ситуаций будут рас- 
смотрены в приведенных ниже примерах. 

В общем виде равномерная плотность распределения вероят- 
ностей записывается в виде 


Пх) 


1/(х 2 - Х х ), Х г < X < х 2 , 
о, X < х ъ х > х 2 . 


(2.37) 


Не составляет труда показать, что 

Х = (хі+х,)/2, (2.38) 

Ох = (х,-х,) 2 /12. (2.39) 

Функцию распределения вероятностей такой случайной величины 
легко получить из плотности вероятностей интегрированием. 
В результате имеем 


Рх (X) 


0, х < х ъ 
(х — х 1 )/(х 2 — X,), Хх < X < х 2 , 

1, X > х 2 . 


(2.40) 


Одно из важных приложений равномерного распределения — 
описание погрешностей аналого-цифрового преобразования. В ходе 
этой операции непрерывный сигнал, который в данный момент 
времени может иметь любое значение, преобразуется в двоичное 
число с определенным количеством разрядов. Поскольку с по- 
мощью ограниченного количества разрядов можно представить 
только дискретный набор величин, появляется погрешность пре- 
образования, представляющая собой разность между фактическим 
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значением сигнала и ближайшей дискретной величиной. Процесс 
аналого-цифрового преобразования поясняется на рис. 2.15. 
При определении средней квадратической ошибки преобразова- 
ния предполагают, что она равномерно распределена по интервалу 
[ — Дд:/2, Дх/2], где Ах — разность между двумя ближайшими 
уровнями. Таким образом, из (2.38) получим, что математическое 
ожидание погрешности равно нулю, а выражение (2.39) приведет 
к дисперсии, равной (Ах) 2 /\2. С плотностью равномерного рас- 
пределения вероятностей встречаются и при рассмотрении гар- 
монических сигналов со случайной фазой. Например, если гар- 



Уробна 

квантования 


Рис. 2.15. Ошибки аналого-цифрового преобразования. 


монический сигнал передается из одного места в другое на неко- 
тором расстоянии от первого, то при условии, что длина пути рас- 
пространения во много раз превышает длину волны сигнала, его 
фаза в точке приема может с полным основанием считаться слу- 
чайной. Поскольку трудно указать какую-либо физическую при- 
чину, в соответствии с которой нужно было бы одно из значений 
фазового угла предпочесть другим, обычно предполагают, что 
фаза распределена равномерно в пределах угла 2л. Для иллюстра- 
ции этого положения рассмотрим такой пример: пусть имеется 
функция времени х (і) — соз (со! 1 — Ѳ). Будем считать фазовый 
угол Ѳ случайной величиной с плотностью вероятностей 

, , Г 1/2л, 0<Ѳ<2л, 

/ѳ (Ѳ) ~ | о 0 < 0, 0 > 2л. 

Из проведенного выше анализа равномерного распределения ве- 
роятностей ясно, что математическое ожидание Ѳ будет Ѳ = я, 
а дисперсия аѳ = я 2 /3. Необходимо отметить, что с равным успе- 
хом область существования может быть задана в пределах от — я 
до -фя или в любых других, лишь бы она охватывала 2я. При лю- 
бом варианте определения диапазона Ѳ дисперсия фазы не изме- 
няется, однако математическое ожидание будет различным. 
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Упражнение 2.7.1. Непрерывный сигнал, который с равной вероятностью 
может принимать любое значение в диапазоне от — 10 до +10 В, преобразуется 
при помощи аналого-цифрового преобразователя в цифровую форму. 

а) Сколько дискретных уровней требуется для того, чтобы средний квадрат 
ошибки равнялся 0,01 В 2 ? 

б) Если количество дискретных уровней должно равняться целой степени 
числа 2, чтобы обеспечить эффективное кодирование уровней в виде двоичных 
чисел, то сколько уровней потребуется, чтобы средний квадрат ошибки пре- 
образования не превысил 0,01 В 2 ? 

в) Чему равен средний квадрат ошибки преобразования при числе уровней, 
найденном в п. б? 

Ответы: 0,003 В 2 , 142, 256. 

Экспоненциальное и связанные с ним распределения. Как было 
отмечено при рассмотрении равномерного распределения, события 
с произвольными моментами наступления часто считаются рав- 
новозможными. Таким образом, если средний промежуток вре- 

~Ч . . 


<0+г *0+Т + ДІ 


Рис. 2.16. Временной интервал между событиями. 

мени между наступлением событий обозначить через т, то вероят- 
ность наступления события на интервале А^, меньшем т, будет 
равняться просто Аі/х, независимо от того, как расположен рас- 
сматриваемый интервал. Исходя из такого предположения можно 
найти функцию распределения вероятностей (а следовательно, и 
плотность вероятностей) временного интервала между событиями. 

Чтобы получить необходимые выражения, рассмотрим рис. 2.16. 
Пусть событие (звездочка) произошло в момент і 0 и необходимо 
определить вероятность того, что следующее событие произойдет 
в произвольный момент времени, расположенный в интервале от 
+ х до + т + А I. Обозначая функцию распределения ве- 
роятностей случайной величины т через Р (т), запишем величину 
искомой вероятности просто как Р (т + Аі) — Р (т). Но вероят- 
ность того, что событие произойдет в интервале А і, должна од- 
новременно равняться произведению вероятностей двух незави- 
симых событий: «событие не произошло в промежутке от і 0 до 
і 0 + т» и «событие произошло в промежутке от і 0 + т до і 0 + т + 
+ Аі». Поскольку 1 — Р (т) — это вероятность того, что событие 
не произойдет в интервале между і 0 и і 0 + т, а Аі/х — вероятность 
того, что оно произойдет на промежутке А і, можно записать 

Р (т + Аі) — Р (т) = 1 1 — Р (т) 1 (Аі/х). 
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Деля обе части полученного выражения на А I и устремляя А/ к 
нулю, получим 

Пт [К (г + АО — Р (т) ]/Д/ = йР (т )/йх = [1 - Р (т) ]/т. 

Последние два члена образуют дифференциальное уравнение 
1-го порядка, решая которое, найдем искомое распределение 
вероятностей в виде 

р ( т ) = 1 — ехр (— ■ т/т), т > 0. (2.41) 

Постоянная интегрирования находится с учетом начального усло- 
вия Р (0) = 0, поскольку т не может быть меньше нуля. 



Рис. 2.17. Экспоненциальная плотность распределения вероятностей. 


Дифференцируя (2.41), получим выражение для плотности 
распределения вероятностей временного интервала между собы- 
тиями. Таким образом, 


Г (1/т) ехр (—т/т), т > О, 
(О. т < 0. 


(2.42) 


Эта функция называется плотностью экспоненциального распреде- 
ления вероятностей и на рис. 2.17 приведены ее графики для двух 
различных значений среднего временного интервала. 

Как и следовало ожидать, математическое ожидание случайной 
величины т будет равно просто т, т. е., 


Е [т] = | (т/т) ехр (—т/т) йт = т. 
о 

Дисперсия при этом оказывается равной а 2 = (т) 2 . Можно за- 
метить, что плотность экспоненциального распределения вероят- 
ностей является однопараметрической (как и функция Рэлея). 
Таким образом математическое ожидание и дисперсия соответ- 
ствующего распределения однозначно связаны и один параметр 
определяется другим. 

Для иллюстрации рассмотрим космический аппарат, отказы 
элементов которого случаются независимо и равномерно, причем 
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среднее время наработки на отказ составляет 100 ^ней. Этот аппа- 
рат в полностью исправном состоянии отправляется в 200-дневный 
полет. Какова вероятность того, что он выполнит свою задачу и 
ни один из его элементов не откажет? Можно поставить этот во- 
прос по-другому: какова вероятность того, что первый отказ 
случится не ранее, чем через 200 дней? Ответ на него прост: 
[1 — Р (200)1, поскольку К (200) — это вероятность непревы- 
шения срока в 200 дней. Следовательно, из (2.41) имеем 

1 — Р (т) = 1 — [1 — ехр ( — т/т) ] = ехр ( — т/т), 
и для т = 100, т = 200 получим 

1 — Р (200) = ехр (—200/100) = 0,1352. 

В качестве еще одного примера рассмотрим ситуацию, где 
лампа бегущей волны (ЛБВ) используется как усилитель в спут- 
никовой системе связи; предположим, что среднее время нара- 
ботки ЛБВ на отказ равно четырем годам, т. е. средний срок 
службы такой ЛБВ составляет 4 года, хотя конкретный образец 
может проработать больше или меньше. Поскольку реальный 
срок службы Т является случайной величиной с экспоненциальным 
распределением, можно определить вероятность любого значе- 
ния Т. В частности, вероятность работы ЛБВ после четырех лет 
эксплуатации есть 

р (Т > 4) = 1 — Р (4) — 1 — [1 — а- 4 /* ] = 0,368. 


Вероятность отказа лампы в первый год ее работы будет 

Р (Г < 1) = Р (1) = 1 — е- 1 /* = 0,221, 

а вероятность выхода ее из строя в течение 5-го или 6-го годов 
составит 

Р (4 < Т < 6) = Р (6) — Р (4) = (1 - б- 6 / 4 ) - (1 - е~ 4/4 ) = 0,1447. 

Наконец, вероятность того, что ЛБВ проработает 10 лет, оказы- 
вается равной 

р (Г > 10) = 1 — Р (10) = 1 — (1 — е~ 10/4 ) = 0,0821. 


Случайной величиной в примерах с экспоненциальным рас- 
пределением является продолжительность временного интервала 
между следующими друг за другом событиями. Можно обобщить 
это понятие, рассматривая в качестве случайной величины интер- 
вал между некоторым произвольно взятым событием и к - м сле- 
дующим за ним событием. Функция распределения вероятностей 
для такой случайной величины называется распределением Эр- 
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ланга, а соответствующая ему плотность распределения вероят- 
ностей имеет вид к 


хк ~ х ехр (— т/т)/(т)* (к- 1)1, т > О, /г = 1, 2, 3,. . 
О- . т < 0. 



(2.43) 


Фигурирующую в нем случайную величину называют эрланговой 
случайной величиной к-го порядка. Обратите внимание на то, что 
экспоненциальное распределение является просто частным слу- 
чаем распределения Эрланга при к = 1 . Математическое ожида- 
ние и дисперсия в общем случае будут иметь вид кт; и к (т) а соот- 
ветственно. Обобщенное распределение Эрланга очень часто при- 
меняется при решении технических задач, связанных с определе- 
нием надежности систем, времени ожидания доступа пользователей 
в какую-либо систему (например, в телефонную или телеграфную 
систему связи) и числа каналов, необходимых в системе связи 
для удовлетворения пользовательских запросов, поступающих 
в случайные моменты времени и характеризуемых произвольной 
длиной передаваемых сообщений. 

С распределением Эрланга связано также гамма-распределе- 
ние, получаемое из него простой заменой переменных. Пусть 
Р = 1/ т и и а — непрерывный параметр, равный к для целых 
значений. Тогда плотность гамма-распределения имеет вид 



Математическое ожидание и дисперсия случайной величины с этим 
распределением есть а/р и а/р 2 соответственно. 

Упражнение 2.7.2. Известно, что средняя продолжительность службы 100-Вт 
ламп накаливания составляет 750 ч. Две лампы из одной партии одновременно 
устанавливают в патроны. Считая сроки службы этих двух ламп независимыми 
случайными величинами, определите вероятность того, что: 

а) обе лампы перегорят не проработав 750 ч, 

б) одна из ламп перегорит до истечения 750 ч, а другая — после этого 
срока , 

в) обе лампы проработают дольше 750 ч. 

Ответы-. 0,1353, 0,2325, 0,3996. 

Дельта-распределение. Выше отмечалось, что если возможным 
событиям удается поставить в соответствие набор дискретных 
значений, то соответствующая плотность вероятностей будет 
представлять собой сумму дельта-функций. Этой концепции 
полезно дать математическое описание, а также продемонстриро- 
вать некоторые из ее приложений. Для примера рассмотрим двух- 
уровневый сигнал, показанный на рис. 2.18. С ним часто можно 
встретиться в различных системах связи или управляющих си- 
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стемах, поскольку он обладает наибольшей средней мощностью 
среди всех возможных сигналов с такой амплитудой. Более по- 
дробно этот сигнал будет рассматриваться при изучении случай- 
ных процессов, а здесь нас интересует отдельная случайная ве- 
личина X = х (4) в заданный момент времени. Она может при- 
нимать только два значения: х 1 или х 2 с вероятностью р х или р 2 
соответственно, причем р 2 = 1 — р,. Таким образом, плотность 
вероятностей для X есть 

/ (*) = Ріб (х — х х ) + р 2 6 (х — х 2 ). (2.45) 



Рис. 2.18. Общий вид двухполярного сигнала. 


Математическое ожидание такой случайной величины несложно 
найти: 

+ 00 

Х = I х [Ріб (х ~ х і) + Раб (X — дг,)] йх = р х Ху 4- р.,Х 2 . 


Средний квадрат аналогично запишется как 

+ 00 

| х * [р$ ( х — Х\) р 2 8 (х — х 2 )] йх — р\х 2 р 2 х%. 

00 

Следовательно, дисперсия равна 

СТ -Ѵ = Х ( Х ) - Р 1 Х 1 + Р 2 Х 2 —• (р 1 -V 1 4 - р >х 2 у = р 1 р2 (Л'і — Х 2 ) 2 ■ 

Чтобы получить окончательную форму этого выражения, восполь- 
зовались тем, что р 2 = 1 — р х . 

Понятно, что подобные дельта-распределения существуют для 
случайных величин, принимающих любые значения из бесконеч- 
ного дискретного набора. Так, если число возможных уровней 
равно п и они обозначаются как х г , х 2 , ..., х п , а соответствующие 
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им вероятности р г , р 2 , .... р п , то плотность вероятностей для них 
будет иметь вид 

П 

I (*) = И М (х - Хі), (2.46) 

1 = 1 

П 

где 2 рі = 1. Применяя для' нахождения математического ожи- 

і=і 

Дания тот же, что и ранее, способ, получим 

П 

х == Е РіХі, 

і=1 

а для среднего квадрата имеем 

Х 2 =% Рі хІ 

і=і 

Отсюда определим дисперсию 



Дельта-распределения для многоуровневых случайных вели- 
чин часто используются при рассмотрении систем связи и управ- 
ления и систем, в которых применяется аналого-цифровое пре- 
образование. Обычно количество уровней выражается целой сте- 
пенью числа 2, так что совокупности уровней удобно поставить 
в соответствие набор двоичных чисел. 

Упражнение 2.7.3. Пусть случайная величина определяется как число вы- 
павших решеток при подбрасывании четырех монет. Найдите: 

а) математическое ожидание этой случайной величины, 

б) ее дисперсию. 

Ответы-. 1,0, 2,0. 

2.8. Условные функция распределения 
и плотность распределения вероятностей 

Понятие условной вероятности было введено в разд. 1.7 в связи 
с частотой дискретных событий. Она определялась как вероят- 
ность одного события при условии, что произошло другое со- 
бытие, принадлежащее к тому же самому вероятностному про- 
странству. Желательно распространить это представление на 
абсолютно непрерывные случайные величины. Обсуждение в на- 
стоящем разделе будет ограничено введением определений, а 
также рассмотрением примеров с одной случайной величиной. 
Случай двух или больше случайных величин будет анализиро- 
ваться в гл. 3. 

Сначала необходимо дать определение условной функции рас- 
пределения вероятностей случайной величины X при условии, 
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что произошло событие М. Пусть пока событие М — некоторое 
произвольное событие. Эта функция распределения обозначается 
Р ( х | М) и определяется выражением 

Р{х\М) - Р [X < х | М] = Р {X < х, М\І Р (М), Р (М) > О, 

(2.47) 

где {X < х, М} — событие, заключающееся в появлении любого 
из исходов таких, что X Ц) < х и | 6 М, причем X (|) — зна- 
чение случайной величины X, принимаемое ею, если исход опыта 
есть Следовательно, {X х, М) является непрерывным ана- 
логом пересечения множеств, фигурировавшего в определении 
(1.17). Можно доказать, что Р (х \ М) — функция распределения 
вероятностей, обладающая всеми свойствами, присущими любой 
функции распределения вероятностей. В частности, 

1) 0 < Р (х | М) < 1, — оо<х<оо, 

2) Р (—оо | М) - О, Р (оо | М) I, 

3) Р (х | М ) не уменьшается при возрастании х\ 

4) Р [ Хі < X < х 2 | М] - Р (х 2 | М) — Р(х г | /И)>0 для х х <х 2 . 

Теперь необходимо сказать несколько слов о событии М, 
служащим условием для условной функции распределения вероят- 
ностей. Возможны несколько вариантов. В частности: 

1) Событие М каким-либо образом может быть связано со слу- 
чайной величиной X. Соответствующие примеры будут приведены 
в настоящем разделе. 

2) Событие М может зависеть от какой-либо другой дискрет- 
ной или непрерывной случайной величины. Соответствующие 
примеры будут приведены в гл. 3. 

3) Событие М может одновременно зависеть от случайной 
величины X и от какой-либо другой случайной величины. Эта 
ситуация сложнее предыдущих и не будет рассматриваться в на- 
стоящей книге. 

В качестве примера, поясняющего первый вариант, рассмотрим 
ситуацию, в которой событие М определяется как Л4 = {X < т}. 
Тогда, как следует из (2.47), условная функция распределения 
вероятностей может быть записана в виде 

Р (х | М) = Р )Х < х | Х< т\ = Р |Х <лг, X < щ}/Р{Х<т(. 

Теперь возможны два варианта в зависимости от того, какая из 
двух величин — х или т — больше. Если х т, то при на- 
ступлении события X < т обязательно наступает событие X < х 
и Р (X < А', X т) - Р {X ^ т). Таким образом, 

Р{х\ М) = Р {Х<т[/Р ІХ<щ( = 1, *>/л. 
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Если же х < т, то при наступлении события X < х обязательно 
наступает событие X ■< т и 

Р (х | М) = Р [X < х\/Р {X < т\ ■-= Р (х)/Р (/и). 

График функции Р (х \ М) показан на рис. 2.19. 

Условные функции распределения и плотности вероятностей 
связаны между собой так же, как и обычные, т. е. если произ- 
водная существует, то 

/ (х | М) = АР (х | М)/сІх. (2.48) 



Рис. 2.19. Условная функция распределения вероятностей. 

Условная плотность вероятностей обладает всеми свойствами 
обычной. Следовательно, 

1) / (х | М ) 0, — оо < х < оо, 

со 

2) \ Пх\ М)йх= 1, 

— со 

3) Р (х | М) = } [ (и | М) сіи, 

— со 

* 2 

4) | / (х | М) йх = Р < X < л- 2 1 Л4]. 

Возвращаясь к примеру, иллюстрированному рис. 2.19, за- 
пишем условную плотность вероятностей 

т 

[1 /Р (т)]сІР (х)/сІх = [(х)/Р (т) = [(х)/ [ /( х)йх , х<т, 

00 

О, х^т, 

График этой функции показан на рис. 2.20. 

Условная плотность вероятностей, как и обычная , может 
использоваться для определения условных математических ожи- 


Пх\ М) = 
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даний и моментов. В частности, условное математическое ожида- 
ние записывается в виде 

со 

Е[Х\М] = | х[ (х | М) сіх. (2.49) 

— со 

Более общее выражение для нахождения условного математи- 
ческого ожидания произвольной функции ^ (X) выглядит сле- 
дующим образом: 

со 

ЯІ 2 (Х)|М]= \ 8(х)}(х\ М)сіх. (2.50) 

— СО 



Рис. 2.20. Условная плотность распределения вероятностей, соответствующая 

рис. 2.19. 

В иллюстративных целях примем, что функция / ( х ) в рассма- 
триваемом примере имеет нормальное распределение, так что 
ее можно записать в виде 

!{х) = [(2я)~ 1/2 (Тх] ехр [— (х — Х) 2 /2о 2 х]. 

Для простоты будем считать т = X, и поэтому 

р ( т ) : ] [(2л) _1/2 о х ] ехр [— (х - Х) 2 /2о 2 ѵ ] сіх = 1/2. 

— оо 

Таким образом, 

/ (ѵ \М)= ^ * ^ 1/2) = [ 2 /( 2я ) 1/2(Т л'] ехр [— (х - Х) 2 /2 ст|], х<Х, 

I °> *>Х. 

Следовательно, условное математическое ожидание будет 
Е [X | М] = [ [2х/(2я) 17 - о х ] ехр [— (х — Х) 2 /2о 2 х ] сіх = 

— со 

= | [2 (и + Х)/(2п) 1/2 Ох] е *Р ( и ~/2ох) сіи = X- (2/я ) [ ' 2 о х . 

— СО 
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Поясняя полученный результат, можно сказать, что условное ма- 
тематическое ожидание случайной нормально распределенной 
величины равно просто X — (2/я) 1 / 2 а Л -, если известно, что при- 
нимаемые случайной величиной значения не превосходят ее ма- 
тематического ожидания. 

Другим примером, иллюстрирующим введенные математиче- 
ские соотношения, нам послужит рассмотренная выше задача, 
посвященная стрельбе из лука. Допустим на этот раз, что диа- 
метр мишени равен 30,5 см, а стандартные отклонения разброса 
в направлениях А и У равны 10,1 см. Следовательно, математиче- 
ское ожидание разброса относительно центра мишени, найденное 
с учетом всех попыток, даже тех, когда стрела пролетела мимо, 
равно Я = 10, 1 . (л/2) 1/2 = 12,7 см. Теперь найдем условное ма- 
тематическое ожидание разброса, считая что стрела попадает 
в мишень. Следовательно, мы определяем М как событие, заклю- 
чающееся в том, что разброс Я не превышает 15,2 см. Таким об- 
разом, условная плотность вероятностей будет записываться как 

Нг\М) — / (г)/Р (15,2). 

Поскольку плотность вероятности Я есть 

I (г) = (г/10,1 2 ) ехр (—г 2 / 2. 10, 1 2 ), г > 0, 

а вероятность того, что Я 15,2 см составляет 

Я (15,2) = 1 — • ехр [ — 15,2 2 /2. 10, 1 2 ] = 0,675, 

искомую условную плотность вероятностей получим в виде 

/ (г) = [г/0,675 (10, 1) 2 ] ехр [-г 2 /2 (10, 1) 2 ], г > 0. 

Таким образом, условное математическое ожидание разброса 
есть 

15,2 

Д[Д|М]= [ (г 2 /0,675- 1 0, 1 2 ) ехр ( — г 2 /2- 10, 1 2 ) с/г = 9,1 см, 

6 

причем этот результат получен численным интегрированием. 
Обратите внимание на то, что полученное условное математиче- 
ское ожидание значительно меньше найденного ранее безуслов- 
ного. 

Упражнение 2.8.1. Нормально распределенное случайное напряжение, 
математическое ожидание которого равно нулю, а стандартное отклонение 10 В, 
приложено к цепи, состоящей из последовательно соединенных 10-омного рези- 
стора и идеального диода. Определите математическое ожидание текущего через 
эту цепь тока, используя подход, связанный с условной вероятностью. 

Ответ: 0,7979 А. 

Упражнение 2.8.2. Среднее время безотказной работы лампы бегущей волны 
составляет 4 года. Считая, что она уже проработала этот срок, найдите условную 
вероятность ее отказа в течение последующих двух лет службы. 

Ответ: 0,3935. 
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2.9. Примеры и приложения 

В предыдущих разделах были введены некоторые понятия, 
связанные с функцией распределения и плотностью вероятностей 
непрерывной случайной величины. Прежде чем распространять 
эти понятия на многомерные распределения случайных величин, 
полезно рассмотреть ряд примеров, иллюстрирующих приложе- 
ния к несложным техническим задачам. 

Вначале рассмотрим простую схему стабилизатора напряже- 
ния, показанную на рис. 2.21, а. Входящий в ее состав стабили- 
трон имеет идеальную вольт-амперную характеристику, изобра- 


я /*• 



Рис. 2.21. Электрическая схема (а) и вольт-амперная характеристика стабили- 
трона (б) стабилизатора напряжения. 


женную на рис. 2.21, б. Обратите внимание на то, что пока напря- 
жение не сравняется с пробойным (Ц г = 10 В), ток через стаби- 
литрон остается равным нулю, а после этого его величина опреде- 
ляется параметрами остальных элементов схемы, тогда как на- 
пряжение на стабилитроне остается постоянным. Такая схема 
часто используется для защиты полупроводниковых приборов от 
превышения допустимого напряжения. Например, в качестве 
сопротивления показанного в схеме, может служить сопро- 
тивление нагрузки в виде транзисторного усилителя, работаю- 
щего при напряжении питания 9 В, но выходящего из строя при 
превышении уровня 10 В . Номинальное выходное напряжение 
(Уд источника питания помимо постоянной составляющей, равной 
12 В, содержит случайные пульсации треугольной формы, в связи 
с чем его можно рассматривать как случайную величину. Будем 
считать, что эта величина равномерно распределена в диапазоне 
от 9 до 15 В. 

Стабилитроны характеризуются не только пробойным напря- 
жением, но и допустимой мощностью рассеяния. Предположим, 
что средняя допустимая мощность рассеяния стабилитрона есть 
= 3 Вт. Каким должно быть сопротивление /? последова- 
тельного резистора, чтобы средняя мощность рассеяния не пре- 
вышала указанного значения? 
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Если стабилитрон открыт, то приложенное к нему напряжение 
есть II г = 10 В, а протекающий через него ток І г при токе 
нагрузки І ь — 1 А и сопротивлении Рі = 10 Ом есть / 2 = 

= {0 в и г) /к — і ь< и в > и 2 (/? — ю (/? -ею)/ іо. 

Мощность, рассеиваемая в стабилитроне, равна 




</*/* = і/ г (г/ я - іігук-иіі 



№1? 3 - 100)/Я1- 10, 
Н 5 >/? + 10. 

Зависимость мощности от 
напряжения источника ІІ 8 по- 
казана на рис. 2.22, а графи- 
ки плотности распределения 
вероятностей ІІ 8 и УУ г — на 
рис. 2.23. Обратите внимание 
на то, что в плотности вероят- 
ностей мощности при ш=0 
имеется дельта-компонента, по- 
скольку большую часть време- 
ни стабилитрон находится в 
непроводящем состоянии, однако для значений ау>0 она рав- 
номерна, так как ѴР ? и і/ 8 в этом диапазоне связаны линейно. 
Путем преобразования плотности вероятностен (см. разд. 2.3) 
легко показать, что 


Рис. 2.22. Зависимость мощности, 
рассеивающейся на стабилитроне, от 
напряжения источника питания. 


/«7 (®) = 


МЯ + і0)би-ня/і0)Ы(ЯаѴЮ) + Я + 10), 

0О<(50/#)- Ю, 
0, и> < 0, ха > (50//?) — 10. 
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Рис. 2.23. Плотности вероятностей напряжения источника питания (а) и рас- 
сеиваемой на стабилитроне мощности (б). 


где Рц — функция распределения і/ 8 . Следовательно, площадь 
дельта-функции соответствует вероятности того, что напряже- 
ние і/ 8 источника питания меньше начального напряжения источ- 
ника, при котором стабилитрон начинает проводить. 
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Математическое ожидание рассеиваемой на стабилитроне мощ- 
ности записывается как 

оо оо 

Е[\(7 2 \ = У/ 2 = | (и>) сіи) — | хюР ѵ {Я. + 10) б (ш) йхю + 

— со — со 

00 

+ ]ш(/?/іо)М(/ги>/ю) + /г + ю] Лю. 

о 

Первый интеграл в правой части равен нулю (поскольку дельта- 
функция существует только при т = 0), а второй можно пере- 
писать, используя равномерную плотность распределения ве- 
роятностей /у (и) = 1/6, 9<С и. <; 15, 
в форме 

(50/Д) — ТО 

Г 2 = | ш (/?/10) (1/6) йи> = 

о 

= (5- Я) 2 /1,2Я. 

Поскольку математическое ожида- 
ние мощности, рассеиваемой на ста- 
билитроне, не должно превышать 
3 Вт, (5— Я) а /1,2# <3, 0 < Я < 5, 
откуда Р ^ 2,19 Ом. Теперь можно сделать заключение о том, 
что любое Р больше 2,19 Ом удовлетворяет принятому условию 
непревышения рассеиваемой мощностью уровня 3 Вт. Конкретно 
же величина Р может быть определена из требуемого выходного 
напряжения при номинальном напряжении источника питания 
12 В. Если выходное напряжение должно быть равно 9 В (как 
было принято выше), то Р = 3/(9/10) = 3,33 Ом, что превышает 
минимальное значение 2,19 Ом и, следовательно, удовлетворяет 
условию задачи. 

Другим примером нам послужит задача, связанная с выбором 
токозадающего сопротивления вольтметра постоянного тока, схема 
которого показана на рис. 2.24. Будем считать, что ток полного 
отклонения стрелки микроамперметра составляет 100 мкА, а ак- 
тивное сопротивление катушки 1000 Ом. Чему равно токозада- 
ющее сопротивление, при котором полное отклонение стрелки 
прибора соответствовало бы уровню измеряемого напряжения 
10В? Итак, искомое номинальное сопротивление (обозначим его /?*) 
будет 

Р* = (10/10- 4 ) — 1000 = 9,9 -10 4 Ом. 

Пусть реально используемый резистор берется наугад из ко- 
робки, где находятся резисторы с маркировкой «100 кОм». Из-за 
производственных допусков реальное сопротивление этих рези- 

4 Дж. Купер 
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Рис. 2.24. Выбор токозадаю- 
щего сопротивления вольт- 
метра. 
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сюров представляет собой случайную величину с математическим 
ожиданием 100 кОм и стандартным отклонением 1 кОм. Пред- 
положим также, что эта случайная величина имеет нормальное 
распределение (такое ^предположение обычно выдвигается, когда 
отклонения случайной величины от ее среднего значения неве- 
лики, хотя для величин, которые могут принимать, как и рас- 
сматриваемое активное сопротивление, только положительные 
значения, такое предположение, строго говоря, не совсем спра- 
ведливо). Определим вероятность того, что точность показаний 
вольтметра не будет хуже 2 %. в ) 

рав^ ИНИМЗЛЬН0е п Р иемлемое значен ие сопротивления резистора 

Яп,іп = [(10 — 0,2)/10" 4 1 — 1000 = 9,7- ІО 4 Ом, 
а соответствующее максимальное — 

Яшах = [(10 + 0,2)/ 1 0 -4 ] — 1000 = 10,1 -10 4 Ом. 

Вероятность случайного выбора резистора, сопротивление кото- 
рого будет находиться в диапазоне, ограниченном этими значе- 
ниями, есть 


Рс = Р(9,7-10 4 <Я<10,Ы0 4 ) = ] [ в (г) От, (2.51) 

9 , 7 - 10 * 

г Д е / я М нормальная плотность распределения вероятностей 
для щ, задаваемая выражением 

/д ( г ) = [1/(2я У' 2 - 1000] ехр [— (г — Ю 5 ) 2 / 2- 10 6 ]. 

Интеграл в (2.51) может быть выражен через нормированную 
нормальную функцию распределения Ф, как показано в разд 2 5 
Поэтому г 

Р с = Ф[(10,Ы0 4 - 1 0 5 )/ 1 0 В ] — ф [(9,7 • ІО 4 — 10 5 )/ ІО 3 ] = 

= Ф(1)-Ф(— 3) = Ф (1) — [1 — ф (3)]. 

Используя таблицы приложения Г, получим 

Р с = 0,8413 — [1 — 0,9987] = 0,8400. 

Итак оказывается, что, даже если резисторы берутся из партии, 
в которой сопротивления отличаются от номинальных, вероят- 
ность того, что точность прибора будет лежать в заданных пре- 
делах, все равно остается большой. 

Еще один пример посвящен приложению понятий условной 
вероятности. Рассмотрим измерительную систему для транспорт- 
ного потока, определяющую скорость каждого автомобиля на 


в ) Т. е. ошибка в показаниях 
резисторов не будет превосходить 
прибора. 


вольтметра из-за разброса сопротивлений 
1/50 от максимального показания шкалы 
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автостраде и регистрирующую те, скорость которых превышает 
заданный предел, равный 70 км/ч. Определим математическое 
ожидание превышения скорости в предположении, что она под- 
чиняется распределению Рэлея с наиболее вероятным значением 
50 км/ч. Это эквивалентно нахождению условного математиче- 
ского ожидания скорости автомобиля при условии, что произошло 
превышение указанного предела, с последующим вычитанием его 
из найденного значения. 

Обозначая скорость через V, запишем искомую условную функ- 
цию распределения вероятностей как 

Р[ѵ |У>70] = Р|У<у, У > 70}/Р \Ѵ > 70}. (2.52) 



Рис. 2.25. Условная и обычная рэлеевские плотности распределения вероят- 
ностей. 

Поскольку числитель этого выражения отличен от нуля только 
при ѵ > 70, оно может быть переписано в виде: 

/=■ [г/ 1 V > 70] = { [/т (у) _ /т ( 70 )]/[і -Г (70)], у >70, (2-53) 

где Р (у) — функция распределения вероятностей случайной ве- 
личины V. Числитель дроби в выражении (2.53) — это вероят- 
ность события {у < У < 70}, а знаменатель — {V > 70}. 

Дифференцируя (2.53) по у, найдем искомую условную плот- 
ность вероятностей 

Г о, у <70, 

/ (у | У > 70) = | ^ (у)д 1 _ р (70)] , у > 70, 

где / (у) — плотность вероятностей распределения Рэлея, име- 
ющая вид 

< ( О /50")ехр(-^/2-50‘), о>0, 

ІМ-{ о, ц<0. <2 ' 54 > 

Графики этих двух функций представлены на рис. 2.25. 
Величина Р (70) легко определяется из (2.54): 

70 

Р (70) = | (у/50 2 )ехр ( — у 2 /2-50 2 )с!у = 1 — ехр ( — 49/50). 
о 
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Следовательно, 

1 — Р (70) = ехр (—49/50). 

Условное математическое ожидание есть 

оо 

Е[Ѵ | V > 112] = [ехр( — 49/50)] | (о 2 /50 2 ) ехр (—ѵ 2 /‘2 • 50 2 ) йѵ = 

112 

= 70 + 50 (2л) 1 / 2 [ехр (49/50)] [1 Ф (7/5)] = 70 + 27,2 км/ч. 

Итак, условное математическое ожидание превышения скорости 
равно 27,2 км/ч. Хотя из полученного результата понятно, чго 
рэлеевская модель не очень хорошо подходит для рассматривае- 
мой ситуации (поскольку превышение скорости на 27,2 км/ч 
слишком велико для реальности), приведенный пример дает пред- 
ставление о способе, обычно применяемом при определении услов- 
ных моментов. 

В последнем примере совместно рассматриваются концепции 
дискретной вероятности и непрерывных случайных величин в при- 
ложении к задачам, с которыми приходится сталкиваться при раз- 
работке спутниковых систем связи. В такой системе обычно 
используются несколько ламп бегущей волны, установленных на 
борту спутника, чтобы обеспечить работу на нескольких каналах, 
а также удлинить срок службы системы путем повышения надеж- 
ности на случай выхода из строя части установленных ЛБВ. 
Предположим, что на спутнике должно использоваться 6 ЛБВ 
и нужно, чтобы после 5 лет службы вероятность исправной ра- 
боты хотя бы одной ЛБВ составляла 0,95. Таким образом, нужно 
определить среднее время наработки на отказ для одной ЛБВ, 
позволяющее достичь заданной степени надежности. Для этого 
необходимо воспользоваться некоторыми результатами рассмо- 
трения в разд. 1.10 схемы Бернулли. Пусть в нашем случае к — 
количество исправных ЛБВ в произвольный момент времени, 
а Р — вероятность исправности любой ЛБВ. Поскольку требуется, 
чтобы вероятность того, что исправна хотя бы одна лампа, равня- 
лась 0,95, то Р (к 1) = 0,95 или 
6 

У. Рв (к) = 1 - р 6 (0) = 1 - ( ® ) р° (1 — р у = 0,95. 

й= 1 

Решив последнее уравнение, получим, что р = 0,393. Если сде- 
лать обычное предположение об экспоненциальном законе рас- 
пределения срока т службы любой из ЛБВ, то 

оо 

| (1/Г) ехр (— х/Т) йх = 0,393, Т = 5,353. 
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Таким образом, чтобы обеспечить необходимую надежность, 
среднее время наработки на отказ для каждой из ЛБВ должно 
превышать 5,353 года. 

Можно поставить еще один вопрос: сколько ЛБВ нужно, 
чтобы вероятность того, что после 5 лет эксплуатации хотя бы 
одна из них будет функционировать, равнялась 0,99? Здесь не- 
известно число п, но для ЛБВ с той же средней наработкой на 
отказ значение р остается прежним и равным 0,393. Поэтому 

1 - р п (0) = 0,99, (;)р*>(1-р)" = 0,01. 

В результате получим, что п = 9,22. Однако поскольку это число 
должно быть целым, то для достижения заданного уровня надеж- 
ности необходимо установить не менее 10 ламп. 

Упражнение 2.9.1. Вольт-амперная характеристика полупроводникового 
диода часто описывается уравнением Шокли 

/ = / 0 [ехр — 1 ], 

где Ь' — напряжение, приложенное к диоду, /„ — обратный ток, ц — постоян- 
ная, зависящая от параметров реального диода, / — ток, протекающий через 
диод. Пусть /„ = Ю'°, а ц = 25. Определите математическое ожидание тока 
через диод, считая приложенное к нему напряжение случайной величиной, ко- 
торая 

а) равномерно распределена в интервале от 0 до 1; 

б) нормально распределена с нулевым математическим ожиданием и дис- 
персией 0,07; 

в) нормально распределена с нулевым математическим ожиданием и диспер- 
сией 0,1. 

Поясните полученные результаты. 

Ответы: 2,880, 3,163, 37,299. 

Упражнение 2.9.2. Напряжение холостого хода эквивалентного источника 
питания составляет 18 В, а его внутреннее сопротивление представляет собой 
случайную величину, равномерно распределенную в интервале от 4 до 16 Ом. 
Найдите: 

а) сопротивление нагрузки, которая должна быть подключена к этому источ- 
нику с тем, чтобы получить на ней максимально возможное рассеяние мощности; 

б) математическое ожидание мощности. 

Ответы ; 7,5 Ом, 9,2 Вт. 


ЗАДАЧИ 

2 . 1 . 1 . Для каждой из описанных ниже ситуаций перечислите все величины, 
которые обоснованно можно считать случайными; укажите, являются ли они 
непрерывными или дискретными, а также определите для всех этих величин 
допустимые интервалы принимаемых ими значений. 

а) Прогноз погоды на 4 июля выглядит следующим образом: температура 
от 19 до 29 °С, скорость ветра 3,5 м/с, отнвсительная влажность 75 %, восход 
Солнца в 5 ч 05 мин, заход в 20 ч 45 мин. 

б) Изучение движения на оживленной улице показало следующее: коли- 
чество проходящих за 1 мин автомобилей равно 26, их средняя скорость 56 км/ч, 
число легковых автомобилей превосходит в 6,81 раза число грузовых, средняя 
масса автомобиля 1800 кг, число дорожных происшествий за день 5. 

в) В электронную схему входят 5 микросхем, 12 светодиодов, 43 рези- 
стора и 12 конденсаторов. Все резисторы имеют номинальное сопротивление 
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1000 Ом, конденсаторы — номинальную емкость 0,01 мкФ, а номинальное на- 
пряжение источника питания равно 5 В. 

2.1.2. Укажите для каждой из перечисленных ниже случайных величин 
дискретна она или непрерывна, а также назовите диапазоны принимаемых ими 
значении. г 

а) Исходы опыта с бросанием пары игральных костей. 

б) Результаты, полученные при измерении напряжения 12-вольтового 
аккумулятора. 

в) Исходы, связанные со случайным выбором номера телефона из абонент- 
ского справочника. 

г) Результаты взвешивания взрослых мужчин. 

2.2.1. Пусть опыт заключается в бросании 10 монет и определении числа 
выпавших решеток. Будем считать это число случайной величиной X. 

а) Построите для этой случайной величины график функции распределения. 

б) Какова вероятность того, что случайная величина X примет одно из 
следующих значений: 6, 7, 8, 9? 

в) Какова вероятность того, что данная случайная величина будет больше 
или равна 8? 

2.2.2. Функция распределения вероятностей случайной величины X имеет 
вид 


Рх (х) 


о, — ОО < X + — 1 , 

0,5 + 0,5*, — 1<*<1, 

0, 1 ^ х < оо. 


вид 


Найдите вероятность того, что 

а) X = 1/4, б) X > 3/4, в) —0,5 < X < 0,5. 

2.2.3. Функция распределения вероятностей случайной величины X имеет 


Рх (х) = 


А {1 — ехр [— (х— 1)]}, 1 <х < оо, 

0. ОО < х ^ 1 . 

+) При каком значении А эта функция действительно может считаться функ- 
цией распределения вероятностей? 

б) Чему равно Р х (2)? 

в) Какова вероятность того, что 2 < X < оо? 

г) Какова вероятность того, что 1 < X < 3? 

2.2.4. Функция распределения вероятностей случайной величины X имеет 

ВИД 

Г 0, — оо < * + — 2, 

Рх (х) = | Л (1 + соз Ъх), — 2<лг<2, 

I 1. 2<*<оо. 

то а -* При к аких значениях А и Ь эту функцию действительно можно счи- 
тать функцией распределения вероятностей? 

б) Какова вероятность того, что X > 1? 

в) Какова вероятность того, что X < 0? 

2.3.1. а) Найдите плотность распределения вероятностей случайной ве- 
личины описанной в задаче 2.2.1, и нарисуйте ее график. 

б) Используя плотность распределения вероятностей, определите вероят- 
ность того, что случайная величина примет значение в интервале от 4 до 7. 

в/ Используя плотность распределения вероятностей, определите вероят- 
ность того, что случайная величина примет значение меньше 4. 

„„„ а ' Найдите плотность распределения вероятностей случайной ве- 

личины X, описанной в задаче 2.2.3, и нарисуйте ее график. 

Используя плотность распределения вероятностей, найдите вероятность 
ого, что случайная величина X лежит в интервале от 2 до 3. 
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в) Вычислите вероятность того, что случайная величина примет значение 
меньше 2. 

2.3.3. Плотность вероятностей случайной величины X имеет вид 


/у (*) = е х р ( — 2|х|), — оо<л:<оо. 


Случайная величина У связана с X соотношением У = X 2 . 

а) Определите плотность распределения вероятностей случайной величины У, 

б) Определите вероятность того, что У > 2. 

2.3.4. Случайная величина У связана со случайной величиной X, введенной 
в задаче 2.3.3, соотношением У = ЗХ — 4. 

а) Определите плотность распределения вероятностей случайной вели- 
чины У. 

б) Определите вероятность того, что У < 0. 

в) Вычислите вероятность того, что У > X. 

2.4.1. Для случайной величины X из задачи 2.3.2 определите: 

а) математическое ожидание, 

б) средний квадрат, 

в) дисперсию. 

2.4.2. Для случайной величины X из задачи 2.2.4 определите: 

а) математическое ожидание, 

б) средний квадрат, 

в) третий центральный момент, 

г) дисперсию. 

2.4.3. Плотность распределения вероятностей случайной величины У имеет 


вид 



Определите для этой величины: 

а) при каком значении К эту функцию действительно можно считать плот- 
ностью распределения вероятностей, 

б) математическое ожидание У , 

в) средний квадрат К 2 , 

г) дисперсию ст|,, 

д) третий центральный момент, 

е) п- й начальный момент Е [У п ]. 

2.4.4. К источнику питания могут подключаться на некоторые промежутки 
времени в произвольном сочетании любые из пяти нагрузок, каждая из которых 
рассеивает мощность 10 Вт. При этом каждая из них подключена к источнику 
лишь на одну четвертую часть всего времени его работы и действует независимо 
от остальных. 

а) Определите среднюю мощность, потребляемую нагрузками от источника. 

б) Определите дисперсию мощности, потребляемой нагрузками от источ- 
ника. 

в) Если источник может обеспечить только 40 Вт, то какова вероятность 
его перегрузки? 

2.5.1. Математическое ожидание и дисперсия случайного напряжения 
с нормальным распределением равны 10 В и 25 В 2 соответственно. Какова 
вероятность того, что измеренное значение напряжения 

а) будет больше 0? 

б) будет находиться в интервале от 0 до математического ожидания? 

в) будет в два раза больше математического ожидания? 

2.5.2. Для случайной величины из задачи 2.5.1 определите: 

а) 4-й центральный момент, 

б) 4-й начальный момент, 

в) 3-й центральный момент, 
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г) 3-й начальный момент, 

2.5.3. Вероятность того, что случайный ток с нормальным распределением 
примет значение < 1 составляет 0,5. Кроме того, вероятность превышения им 
уровня 5,0 составляет 0,0228. 

Определите для этой случайной величины: 

а) математическое ожидание, 

б) дисперсию, 

в) вероятность того, что она примет значение, меньшее или равное 3,0. 

2.5.4. Широко распространенный метод обнаружения сигнала в присутствии 
шума заключается в установлении определенного порогового уровня, с кото- 
рым производится сравнение результатов измерения напряжения, включающего 
полезный сигнал и шум. Если установленный порог превышается, то считают, 
что полезный сигнал присутствует. Естественно, иногда и при отсутствии сиг- 
нала шум превосходит этот порог, и такая ситуация называется ложной тре- 
вогой. Желательно, чтобы вероятность ложной тревоги была ничтожно мала, 
В то же время необходимо, чтобы результат любого измерения, проведенного 
при наличии сигнала, смешанного с шумом, с большой вероятностью превосхо- 
дил установленный порог. Она называется вероятностью правильного обнару- 
жения и должна как можно меньше отличаться от 1. Пусть шум характеризуется 
нормальным распределением с нулевым математическим ожиданием и дисперсией 

1 В 2 , а установленный порог равен 5 В. 

а) Определите вероятность ложной тревоги. 

б) Определите вероятность правильного обнаружения сигнала величиной 
8 В в присутствии шума с заданными выше параметрами. 

2.6.1. Через резистор с сопротивлением 3 Ом протекает случайный нор- 
мально распределенный ток с нулевым математическим ожиданием и дисперсией 
4 А 2 . Определите: 

а) математическое ожидание рассеиваемой мощности, 

б) дисперсию рассеиваемой мощности, 

в) вероятность того, что мгновенная рассеиваемая мощность будет больше 
36 Вт. 

2.6.2. Случайная величина X характеризуется нормальным законом рас- 
пределения с нулевым математическим ожиданием и дисперсией 1,0. Случайная 
величина У связана с ней соотношением У = X 3 . 

а) Запишите выражение для плотности распределения вероятностей случай- 
ной величины У. 

б) Определите математическое ожидание величины У. 

в) Определите дисперсию величины У. 

2.6.3. Случайный ток с рэлеевской плотностью вероятностей протекает 
через резистор с сопротивлением 2я Ом. Математическое ожидание тока равно 

2 А. Определите: 

а) математическое ожидание рассеиваемой на резисторе мощности, 

12 В б) вероятность того ’ что рассеиваемая мощность будет меньше или равна 

в) вероятность того, что рассеиваемая мощность превысит 72 Вт. 

2.6.4. Проекции скоростей катящихся по плоской поверхности мраморных 
шариков на взаимно перпендикулярные направления представляют собой слу- 
чайные величины с нормальным распределением, нулевым математическим ожи- 
данием и стандартным отклонением, равным 0,9 м/с. Определите: 

а) наиболее вероятную скорость шариков, 

б) математическое ожидание их скорости, 

в) вероятность того, что скорость шарика превысит 3 м/с. 

2.6.5. Средняя скорость молекулы азота в воздухе при температуре 20’ 
составляет около 500 м/с. Определите: 

а) дисперсию скорости молекулы, 

б) наиболее вероятную скорость молекулы, 

в) среднее квадратическое отклонение скорости молекулы. 
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2.6.6. Проведено пять измерений случайного напряжения с нормальным 
распределением, нулевым математическим ожиданием и единичной дисперсией, 
после чего из суммы квадратов полученных значений была образована новая 
случайная величина У = X 2 . Определите: 

а) математическое ожидание случайной величины У, 

б) ее дисперсию, 

в) наиболее вероятное значение этой случайной величины. 

2.6.7. При использовании логарифмически нормальной плотности распре- 
деления вероятностей единицу измерения «децибелы» применяют чаще, чем 
«неперы». При этом нормально распределенная величина У связана со случай- 
ной величиной X, распределенной по логарифмически нормальному закону, 
соотношением У = 10 1^ X. 

а) Запишите для величины X плотность вероятностей. 

б) Определите ее математическое ожидание. 

ві Запишите выражение для дисперсии X. 

2.7.1. Случайная величина Ѳ равномерно распределена на интервале от 0 
до 2я. Случайная величина X связана с ней соотношением Х = созѲ. 

а) Запишите выражение для плотности распределения вероятностей слу- 
чайной величины X. 

61 Определите ее математическое ожидание. 

в) Вычислите дисперсию. 

г) Найдите вероятность того, что X > 0,5. 

2.7.2. Непрерывное случайное напряжение, принимающее значения в диа- 
пазоне от — 10 до +10 В, необходимо подвергнуть квантованию для представ- 
ления его в виде последовательности двоичных чисел. 

а) Определите минимальное число уровней квантования, необходимых для 
получения средней квадратической ошибки преобразования, меньшей 0,01 мак- 
симального значения этого напряжения. 

б) Определите минимальное число уровней квантования, при котором обе- 
спечивается выполнение требований предыдущего пункта, если оно должно пред- 
ставлять собой целую степень числа 2. 

в) Сколько двоичных разрядов необходимо для представления всех уровней 
квантования? 

2.7.3. Разрабатываемый спутник связи должен характеризоваться средним 
временем наработки на отказ 5 лет. Считая реальное время наработки на отказ 
случайной экспоненциально распределенной величиной, определите вероятность 
того, что 

а) спутник проработает менее 5 лет, 

б) спутник проработает не менее 10 лет 

в) спутник откажет в течение 6-го года. 

2.7.4. Некий квартиросъемщик купил четыре лампочки накаливания со 
средним сроком службы 1000 ч. Одну из них он установил в настольную лампу, 
а остальные оставил про запас, на случай, если лампа перегорит. Определите: 

а) ожидаемую суммарную продолжительность службы четырех ламп, 

б) вероятность того, что четыре лампы в сумме проработают 5000 часов или 
более, 

в) вероятность того, что общий срок службы всех ламп не превысит 2000 

часов. ' !Щ1 

2.7.5. Имеется непрерывный случайный сигнал, равномерно распределен- 
ный на интервале от — 8 до +8 В. Этот сигнал подвергается квантованию для 
преобразования в восемь равноотстоящих друг от друга уровней, расположенных 
в диапазоне от — 7 до +7 В. 

а) Напишите выражение для плотности распределения вероятностей диск- 
ретной случайной величины, представляющей одну выборку в некоторый момент 
времени. 

б) Определите математическое ожидание этой случайной величины. 
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в) Определите дисперсию этой случайной величины. 

2.8.1. а) Для спутниковой системы связи, описанной в задаче 2.7.3, опре- 
делите условную вероятность того, что спутник прослужит 10 лет или более 
при условии, что он уже отработал 5 лет. 

б) Определите условный средний срок службы этой системы при условии, 
что она уже проработала 3 года. 

2.8.2. а) Для случайной величины X из задачи 2.7.1 определите условную 
плотность распределения вероятностей [(х\М), где М — событие {0 < Ѳ < 
^ я/2}. Постройте график. 

б) При том же М определите условное математическое ожидание Е [X \ М]. 

2.8.3. При стрельбе из лазерной пушки по круглой мишени диаметром 2 м 
обнаружено, что при каждом десятом выстреле поражения мишени не произошло. 

а) Определите для случаев попадания в мишень вероятность того, что раз- 
брос относительно центра мишени не превысит 0,3 м. 

б) Определите для случаев промаха вероятность того, что величина промаха 
от ее края не превысит 0,5 м. 

2.8.4. Обратитесь еще раз к пороговой системе обнаружения, описанной 
в задаче 2.5.4. 

а) Определите условное математическое ожидание шума, превосходящего 
пороговый уровень, если сигнал отсутствует. 

б) Выполните задание предыдущего пункта, считая, что присутствует по- 
лезный сигнал, параметры которого указаны в задаче 2.5.4. 

2.9.1. Углы отклонения стрелки индикаторов для различных типов вольт- 
метров переменного тока пропорциональны разным параметрам измеряемых 
сигналов. Однако чаще всего шкала вольтметра калибруется так, чтобы его по- 
казания соответствовали эффективному значению синусоидального сигнала. 
Для сигналов другой формы такого соответствия может и не быть. Предположим, 
что с помощью приборов, характеристики которых приведены ниже, измеряется 
случайное напряжение с нормальным распределением, нулевым математическим 
ожиданием и средним квадратическим отклонением 10 В. Определите показания 
прибора, в котором угол отклонения стрелки пропорционален 

а) математическому ожиданию выходного сигнала, полученного в результате 
двухполупериодного выпрямления входного сигнала; в данном случае, если на 
прибор поступает сигнал X ( і ), то угол отклонения стрелки пропорционален 
величине Е [| X (I) |], 

б) математическому ожиданию огибающей сигнала; учтите, что огибающая 
сигнала с нормальным распределением характеризуется распределением Рэлея. 

2.9.2. Распределение амплитуд отраженных импульсов РЛС подчиняется 
закону Рэлея. Допустим, что их математическое ожидание равно (я/2) V 2 . Од- 
нако для устранения воздействия на систему шума на экране индикатора ото- 
бражаются только те импульсы, амплитуда Я которых превышает некоторое по- 
роговое значение г 0 . 

а) Запишите плотность вероятностей для отображаемых на экране импуль- 
сов, т. е. найдите / (г \ Я > г 0 ). Нарисуйте график этой функции. 

б) Найдите условное математическое ожидание для регистрируемых импуль- 
сов, приняв г 0 = 0,5. 

2.9.3. Амплитудная характеристика ограничителя имеет вид 



а) Напишите общее выражение'для плотности распределения вероятностей вы- 
ходного сигнала Н ВЬІХ , считая входной сигнал нормально распределенной случай- 
ной величиной с математическим ожиданием V и дисперсией а^. 

б) Определите математическое ожидание выходного сигнала, считая А = 
= В = 5, а входной сигнал — равномерно распределенным в интервале от — 2 
до + 8. 
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2.9.4. Допустим, что входной сигнал ограничителя, параметры которого 
приведены в задаче 2.9.36, описывается выражением 

і/ (() = 10 зіп (о)/+ Ѳ), 

где Ѳ — случайная величина, равномерно распределенная на интервале от О 
до 2л. 

Входной сигнал ограничителя в произвольные моменты времени подверга- 
ется дискретизации и преобразуется в последовательность отсчетов, образую- 
щих случайную величину і/ { . Определите для нее: 

а) плотность распределения вероятностей, 

б) математическое ожидание, 

в) дисперсию. 


ЛИТЕРАТУРА 

Читатели могут воспользоваться списком литературы, приведенным в гл. 1 
и в первую очередь им будут полезны книги [2, 6, 8]. 


Глава 3 


Совместные распределения 
случайных величин 


3.1. Двумерная функция распределения вероятностей 

До сих пор рассматривались ситуации, в которых фигуриро- 
вала лишь одна случайная величина. В частности, она могла 
соответствовать значениям, принимаемым случайным напряже- 
нием или током в определенный момент времени. Однако ясно, 
что с помощью таких мгновенных значений нельзя описать пове- 
дение случайной функции времени, поскольку с ней, даже если 
она ограничена во времени, можно связать бесконечное множе- 
ствослучайных величин. Отсюда возникает вопрос: как распрост- 
ранить вероятностное описание, применявшееся для одной случай- 
ной величины, на реальную ситуацию, где фигурируют непрерыв- 
ные функции времени? Чтобы ответить на этот вопрос, рассмотрим 
сначала ситуацию с двумя случайными величинами. Может по- 
казаться, что, выполнив такое рассмотрение, мы не решим постав- 
ленной задачи и не найдем способа, позволяющего совместно 
описывать любое число случайных величин. Однако ниже станет 
ясно, что способ совместного описания двух случайных величин 
пригоден и для описания ситуаций с любым их числом, если вре- 
менной интервал, разделяющий две случайные величины, счи- 
тать произвольным. Таким образом, зная, как описывать две 
случайные величины, разделенные произвольным промежутком 
времени, можно выполнить большинство видов обычного анализа 
систем. При анализе системы иногда нужно найти связь между 
ее входным и выходным сигналами для одного или двух моментов 
времени. При этом опять приходится совместно рассматривать 
две случайные величины. 

Чтобы научиться анализировать такие ситуации, необходимо 
расширить понятия функции распределения вероятностей и плот- 
ности распределения вероятностей, рассмотренные в гл. 2. 

Двумерную ( совместную ) функцию распределения вероятно- 
стей случайных величин X и У определяют как вероятность со- 
бытия {Случайная величина X принимает значение, меньшее или 
равное х, и случайная величина У принимает значение, меньшее 
или равное у}, т. е. 

Р (х, у) = Р (X < х, У < у). 
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Такое определение Р ( х , у) является простым расширением поня- 
тия функции распределения вероятностей одной случайной ве- 
личины на случай двух случайных величин. 

Свойства двумерной функции распределения вероятностей 
аналогичны свойствам функции распределения вероятностей одной 
случайной величины. Кратко они могут быть записаны следующим 
образом: 

1. 0<;К(л:, г/)-<1 при — ооСхСоо, — оо 

2. Р ( — оо, у) = Р (х, — оо ) — р ( — оо, - — оо) = 0, 



Рис. 3.1. Совместная функция распределения вероятностей. 


3. Р (оо , оо) = ! , 

4. Р (х, у) есть монотонно неубывающая функция и по г и 
по у; 

5. Р (оо, у) = р г (у), р (х, оо) = р х (х). 

В п. 5 в обозначениях Ру (у) и Р х (х) индексы X и V введены 
для того, чтобы подчеркнуть, что эти две функции соответству- 
ющих аргументов не обязательно имеют один и тот же вид. 

Совместную функцию распределения вероятностей рассмотрим 
на примере опыта с двумя монетами. Пусть X и V — случайные 
величины, связанные с первой и второй монетами и принима- 
ющие значение 0 при выпадении герба и 1 при выпадении решетки. 
Вид соответствующей двумерной функции распределения вероят- 
ностей Р (х, у) показан на рис. 3.1. Обратите внимание, что она 
обладает всеми перечисленными выше свойствами. 

Введем понятие двумерной ( совместной ) плотности распреде- 
ления вероятностей I ( х , у), являющейся производной функции 


по 
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Р (х, у). Поскольку Р (х, у) зависит от двух независимых пере- 
менных хи у, дифференцирование нужно выполнять по обеим 
переменным. Таким образом, 

/ (х, у) = д 2 Р (х, у)/дх ду, (3.1) 

где порядок дифференцирования может быть любой. При этом 
элемент вероятности можно записать в виде 

[(х, у)йхсІу = Р(х<Х<Сх + сІх, у<У <у + с1у). (3.2) 

Свойства совместной плотности распределения вероятностей 
аналогичны свойствам плотности распределения вероятностей 
одной случайной величины и могут быть записаны в следующей 
краткой форме: 

1 • /(■*> у)^- 0, — ОО <х< оо, — оо-<г/<;оо, 

оо ОО 

2 - I \ І(Х, у)йхЛу= 1, 

ОО —оо 

х у 

3. Р (х, у) = \ | /(«, ѵ) йѵйи, 

— оо — оо 

оо оо 

4 - / х (Х)= | ! (х, у) сіу, [у (у) — | / (х, у) ах, 


X * у» 

5. Р(* х <Х<* 2 , г/і<Г<г/ 2 ) = | | [(х, у) Ох Оу. 

Хі Ух 

Обратите внимание, что второе свойство требует, чтобы объем, 
ограниченный двумерной плотностью распределения вероятностей, 
равнялся 1 *). 

Рассмотрим простой пример: пусть двумерная плотность рас- 
пределения вероятностей случайных величин X и У постоянна 
от х г до х 2 и от у х до у 2 , т. е. 

Их .л ( 1/(Ха “ х д ( У » - Уі)> х г <х<х 2 , Уі <у< у 2 , 

I °> *<*і. *>* 2 , у>у 2 . ( • > 

Вид этой плотности распределения вероятностей и соответству- 
ющей ей двумерной функции распределения показан на рис. 3.2. 
На практике такой плотностью распределения вероятностей могут 
описываться, к примеру, размеры полупроводниковых подложек 
прямоугольной формы. Каждая подложка характеризуется раз- 
мерами в двух взаимно перпендикулярных направлениях, которые 


*) Иногда это свойство называют условием нормировки двумерной плотности 
вероятностей. — Прим, ре д. 


Совместные распределения случайных величин 


111 


можно считать случайными величинами, равномерно распределен- 
ными внутри определенных интервалов. 

Совместная плотность распределения вероятностей может ив- 
пользоваться для определения математического ожидания одной 
случайной величины. Математическое ожидание любой функции 
8(Х, Г) равно 


Е[§(Х, У)] = | | ё(х, у)!(х, у) йхйу. (3.4) 



Рис. 3.2. Совместная функция распределения (а) и соответствующая ей дву- 
мерная плотность вероятностей (б). 

Математическое ожидание функции § (X, У) = ХУ 

оо сю 

Е[ХУ]= | | ху[(х, у)йхйу (3.5) 

— оо — оо 

называют корреляцией случайных величин X и У\ свойства кор- 
реляции (3.5) будут подробно рассмотрены в разд. 3.4. 

Найдем корреляцию случайных величин X и У, двумерная 
плотность распределения вероятностей которых / ( х , у) имеет 
простой вид, показанный на рис. 3.2, б. Поскольку / ( х , у) от- 
лична от 0 только внутри заданных интервалов изменения, вы- 
ражение (3.5) преобразуется к форме 
X, у, 

Е [ХУ] = ] йх | ху [ 1/(х а - х г ) (у 2 - г/і)] йу = 

Хі Уі 

= [1/(^2 - Хі) (г /2 - г/01 [х 2 /2 \ х х \ ] [у 2 / 2 \ у у \] = Ѵ„ (х, + х 2 ) (г/і + у 2 ). 

Из четвертого свойства совместной плотности распределения 
вероятностей следует, что интегрированием ее по всей области 
изменения одной случайной величины можно получить одномер- 
ную плотность распределения вероятностей другой случайной 
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величины. Таким образом, для / (х, у), вид которой показан 
на рис. 3.2, б, получим 

Уг 

Іх{х)= ( [1/(х 2 — х х )(у 2 — У\)]йу = 

Ух 

= № 2 - *і) - У\)] [у \%\ ] = 1/(дг 2 - ЛГ,), (3.6а) 

!г{у) = \ [ 1/(^2 — *і) (#2 — г/і)] йх = 

*І 

= и/(Х2-Х,)(У2-Уі)]ІХ&] = 1/0/2- у,). (3.66) 

Упражнение 3.1.1. Предположим, что размеры сторон прямоугольной полу- 
проводниковой подложки представляют собой случайные величины, равномерно 
распределенные с математическими ожиданиями, соответственно равными 1 
и 2 см, и одинаковыми максимальными отклонениями относительно математи- 
ческого ожидания, равными 0,01 см. Определите 

а) вероятность того, что размеры сторон подложки превысят указанные 
математические ожидания на 0,005 см, 

б) вероятность того, что размер большей из сторон превысит свое математи- 
ческое ожидание на 0,005 см, а размер меньшей будет меньше своего математи- 
ческого ожидания на 0,005 см, 

в) математическое ожидание площади подложки. 

Ответы: 1/16, 1/16, 2 см 2 . 

„ Упражнение 3.1.2. Совместная плотность распределения вероятностей слу- 
чайных величин X и У имеет вид 

/(х, у) ={ АеХр (-( 3 * + 4 У)Ь *>0, 0, 

1 х<0, р<0. 

Определите: 

а) . значение А, при котором это выражение действительно можно считать сов 
местной плотностью распределения вероятностей, 

б) вероятность того, что X > 1/2, а У > 1/4, 

в) математическое ожидание случайной величины ХУ. 

Ответы: 0,0821, 12, 0,0833. 


3.2. Условные функция распределения и плотность 
вероятностей 

Теперь, после введения понятия двумерной (совместной) функ- 
ции распределения и плотности вероятностей двух случайных ве- 
личин, можно продолжить начатое в разд. 2.8 рассмотрение 
условных функции распределения и плотности вероятностей слу- 
чайной величины X. В приведенных там определениях событие М 
предполагалось до некоторой степени произвольным и приводи- 
лось несколько соответствующих этому случаю примеров. Здесь 
мы свяжем его с еще одной случайной величиной V. 

Событие М со случайной величиной V можно связать различ- 
ными способами. В частности, через М можно обозначить насту п 
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ление события {У у}, и, следовательно, Р ( М ) будет безуслов- 
ной функцией распределения вероятностей Р г (у) случайной 
величины У . Из выражения (2.47), служащего определением 
условной функции распределения вероятностей, следует, что 

Рх (х | V < у) = Р [X < х, М]/Р (М) = Р (х, у)/Р г (у). (3.7) 

Через М можно также обозначить событие {г/ х < У < у 2 }. При 
этом из (2.47) следует, что 

?х (х | Уі < У < г/а) [Р (х, г/а) - Р (х, Уі)\/[Ру (г/ 2 ) - Ру (г/ х )]. (3.8) 


В обеих рассмотренных ситуациях вероятность Р (М) собы- 
тия М была отлична от нуля. Однако весьма часто встречается 
такая форма условной вероятности, где через М обозначено со- 
бытие {У = у} в предположении, что случайная величина У 
распределена непрерывно, при этом Р (М) = 0. Условная функ- 
ция распределения вероятностей предетавляет собой отношение 
двух вероятностей и поэтому, как правило, существует даже 
при Р ( М ) = 0. Из (3.8), положив г/ х = у, г/ 2 = у + А у и перейдя 
к пределу при А у -*■ 0, получим 


Р х (х\Ѵ = у) 


Ііт Р {х ’ у+ Ау) ~ р (х ’ у) - 
д‘“о Рѵ(У+Ау)-Ру(у) ~ 


дР (х, у)/ду 
дРу (у)/ду 



/(гг, у) сіи 


Іт (у)- 


(3.9) 


Обычно условную плотность распределения вероятностей за- 
писывают в виде 


[х(х\ У у) = дР (х | У = у)/дх = / (х, у)/[у (у). 
Меняя местами случайные величины Хи У, получим 
/г (г/ 1 X = х) = / (х, у)Ц х (х). 


(3.10) 

(3.11) 


В связи с широким использованием формул (3.10) и (3.11), 
удобно пользоваться сокращенной записью. Поэтому если не 
возникает двусмысленности, то /_ ѵ (х|г/) и [у (у\х) в последу- 
ющем будем записывать в виде 

! (х\ у) = / (х, у) Цу (у), (3.12) 

} (У \х) = / (х, у)Ц х (х). (3.13) 


С помощью формул (3.12) и (3.13) для непрерывных случайных 
величин можно получить вариант формулы Байеса, определенной 
выше выражением (1.21) для дискретных случайных величин. 
Исключая из (3.12) и (3.13) / (х, г/), сразу получим 

1(У И = Кх\у) [у ІУѴІх (х). 


(3.14) 
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Из (3.12) и (3.13) можно также получить безусловные плот- 
ности распределения вероятностей: 

оо оо 

и (х) = I / (х, у) йу = [ / (х I у) [у (у) сіу, (3.15) 

— оо — оо 

оо оо 

/ у (у) = } Нх , У) Ах = | !(у\х) Іх (х) Ах. (3.16) 

— ОО — оо 

Эти две формулы являются непрерывными аналогами формулы 
(1.20), применяющейся для дискретных случайных величин. 

Необходимо подчеркнуть, что двумерная плотность распреде- 
ления вероятностей полностью определяет как обе безусловные, 
так и обе условные плотности распределения вероятностей. В ка- 
честве примера рассмотрим двумерную плотность распределения 
вероятностей вида 

Н і_/* /в(1 -х г у), 0 <ЛГ< 1 , 0 <„< 1 , 

ПХ,У) ІО, *<0, х > 1 , у< 0 , у > 1 . 

Проинтегрировав / (х, у) сперва по у, а затем по х, получим без- 
условные плотности распределения вероятностей случайных ве- 
личин X и У, т. е. 

[х(х) = в /ь(\-х*/2), 0<х<1, 


Іг(у) = в /ь(\ -У/3), 0<у<1. 

Теперь в соответствии с (3.12) и (3.13) находим условные плот- 
ности распределения вероятностей 

/(*Ы = (1 -х г у)/(1 -у/3), 0<х<1, 0<у<1, 

Ну\х) = (1 -* 2 у)/(1 -* 2 /2), 0<*<1, 0<у<1. 

Условные плотности распределения вероятностей используются 
во многих ситуациях, среди которых очень часто встречается 
такая (принадлежащая, возможно, к числу самых простых), 
где наблюдаемая случайная величина является суммой двух дру- 
гих, одну из которых относят к полезному сигналу, а другую — 
к шуму. Пусть, например, наблюдается случайная функция вре- 
мени У ( I ), состоящая из полезного сигнала X ( I ) и аддитивного 
шума N ( і ). Для произвольного момента времени / значение 
У = У (і) этой функции представляет собой случайную вели- 
чину, равную сумме двух других X = X (() и N — N ({), т. е. 
У = X + X. Предположим, что нужно определить [ {х\ у), 
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если результаты наблюдения случайной величины V известны. 
Знать [ (х\ у) необходимо, потому что значение х, являющееся 
наиболее вероятным при данном наблюдаемом значении у, может 
служить правдоподобной оценкой реального значения, прини- 
маемого случайной величиной X, когда измерения производятся 
на фоне шума. 

Условную плотность вероятностей случайной величины X 
найдем по формуле Байеса 


!(х\у) =І(у\х) !х (х)/[у (у). 


Как следует из определения / (г/ \х), значение л; случайной ве- 
личины X задано, и случайный характер V связан только с шумо- 
вой составляющей У, плотность распределения вероятностей 
которой ( п ) предполагается известной. Поскольку N = V — X, 
то / (у\х) = /дг ( п ) = } к {У — х). Учитывая (3.16), запишем 


/ (* I У) = Іх (У- х ) !х ( х)Цт (у) = 



Итак, если / ѵ (х) и [н ( п ) а ргіогі известны, то можно определить 
условную плотность распределения вероятностей случайной ве- 
личины X, т. е. [ (х\ у). Если, например, наблюдаемое значение 
V = у х , то значение х, для которого / (х \ у х ) максимально, можно 
считать правдоподобной оценкой значения, принимаемого случай- 
ной величиной X. 

Рассмотрим конкретный пример использования условной плот- 
ности распределения вероятностей для экспоненциально распре- 
деленной случайной величины с плотностью вероятностей вида 


6ехр{ — Ьх\, х>0. 


Г 

Ы*) = { 0> 


х<0. 


С плотностью распределения вероятностей такого вида можно 
встретиться, в частности, при преобразовании продолжительности 
временных интервалов, разделяющих моменты регистрации эле- 
ментарных частиц высоких энергий счетчиком, установленным 
на борту космического аппарата, в электрический сигнал, пере- 
даваемый на землю. Предположим, что к этому сигналу адди- 
тивно добавляется гауссовский случайный шум с нулевым ма- 
тематическим ожиданием и плотностью распределения вероят- 
ностей 


!ы{п) = [ 1/(2я) 1/: Стд/] ехр ( — п/2а^ ). 
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Одномерная плотность распределения вероятностей / г (у), 
фигурирующая в знаменателе среднего члена выражения (3.17)’ 
для данного примера будет равна 

оо 

іу (У) = | [Ь/{2п) ] “ адг] ехр { — (у -- х) 2 /2аІ, 1 ехр ) — Ьх\ сіх = 
б 


= (Ь/2) ехр {(— Ьу) + Ь 2 а%/2\ 


1 + егі' 


У-Ьа% \ 

1/2 а„ I 


(3.18) 




Рис. 3.3. Условная плотность вероятностей: а — для у < Ьа^ } б для 


У> Ьс^. 


Необходимо однако заметить, что если нужно найти лишь поло- 
жение максимума функции / ( х , у), то оценивать функцию / г (у) 
нет необходимости, поскольку она не зависит от х. Следовательно, 
для заданного значения У = у функция / у (у) становится постоян- 
ной величиной; обозначим ее через р г (у). 

Теперь, учитывая (3.17), можно записать искомое выражение 
для условной плотности распределения вероятностей случайной 
величины X : 

[(х\у)=\ [Ьі ^' /2 °"Рѵ ^ ех Р I- (У - *)72о*} ехр {-&*}, *>0, 

I °- х<0. 

Это выражение можно преобразовать к виду 
( [Ь1(2п)' г ‘ аиру (у)] ехр (— (У 2 а%) х 
Ж У) = | X [х 2 2 (у — Ъо\і) х у 2 ] | , лг>0, (3.19) 

(0. х<0. 

Графики ! (х\у) для двух значений у показаны на рис. 3.3. 

*) Функция ошибок егі (г) связана с нормальным распределением и равна 

егі (г) = (2/л 1/2 ) | е~ и ' сіи — 2Ф (2 І/2 г) — 1 . 
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Выше отмечалось, что правдоподобной оценкой значения, при- 
нимаемого случайной величиной X при наблюдающемся значении 
случайной величины У, является значение х, при котором / (х\ у) 
максимальна. Поскольку максимум [ (х\у) по х соответствует 
минимуму ее экспоненциального члена, ясно, что найти положение 
этого максимума можно, приравняв нулю производную экспо- 
ненциального члена по х. Таким образом, 2х — 2 (у — Ьо у) = О, 
или 


х = у- Ьа 2 ы . 


(3.20) 


Итак, соотношение (3.20) является условием, позволяющим опре- 
делить положение максимума / (х\у) при у — Ьоі/ >> 0. Если 
же у — Ьа% -< 0, то на графике функции } (х\ у) отсутствуют 
точки, где ее производная 3/ (х \ у)/дх равна нулю, и своего ма- 
ксимума она достигает при х — 0. Пусть, например, У — у\. 
Тогда если у х ^> Ьа%, то X = у\ — Ьо% будет являться правдо- 
подобной оценкой случайной величины X. Однако если у х < Ьа'у, 
то такой оценкой будет X = 0. Обратите внимание, что при 
уменьшении мощности шума ( а % -*■ 0) X приближается к наблю- 
даемому значению у х . 

Упражнение 3.2.1. Совместная плотность распределения вероятностей слу- 
чайных величин Хи V имеет вид 


/(*. *> = {*' 


к(х-Уу), 0^х<1, 0<у<1, 


х<0, х> 1, у < 0, у> 1. 


Определите: 

а) значение к, для которого это выражение действительно можно считать 
двумерной плотностью распределения вероятностей, 

б) условную вероятность того, что X > 1/2, если У — 1/2, 

в) условную вероятность того, что V <1 1/2, если X = 1/2. 

Ответы: 3/8; 5/8; 1. 

Упражнение 3.2.2. Случайный сигнал X (і) распределен равномерно в ин 
тервале от 6 до 10 В. Его измеряют в присутствии гауссовского шума N {/) 
с нулевым математическим ожиданием и средним квадратическим отклонением, 
равным 2 В. 

Найдите наиболее правдоподобную оценку X истинного значения сигнала, 
если результат измерения составил: 

а) 4 В, б) 8 В, в) 12 В. 

Ответы : 6 В, 8 В, 10 В. 


3.3. Статистическая независимость случайных величин 

Понятие статистической независимости было введено выше 
в связи с дискретными случайными величинами, но для непрерыв- 
ных случайных величин оно имеет не менее важное значение. 
Случайные величины, связанные с различными физическими 
источниками, как правило, статистически не связаны между 
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собой. Например, случайные тепловые падения напряжения на 
резисторах какой-либо электронной схемы не связаны друг с дру- 
гом. Статистическая независимость может также иметь место, 
если случайные величины обязаны своим происхождением одному 
и тому же источнику, но сильно разделены во времени. К примеру, 
тепловое напряжение резистора практически не связано с паде- 
нием напряжения на следующий день. Если две случайные ве- 
личины статистически независимы, то, зная параметры одной 
из них, нельзя судить о поведении другой. 

Двумерная плотность распределения вероятностей двух ста- 
тистически независимых случайных величин всегда может быть 
представлена в виде произведения двух одномерных плотностей 
распределения вероятностей. Таким образом, выражение 

/ (х. У) = Іх (*) /у (У) (3.21) 

может использоваться для определения статистической незави- 
симости двух случайных величин X, V, поскольку можно пока- 
зать, что такое условие разложения / (х, у) на два сомножителя / ѵ (х) 
и /у (у) является необходимым и достаточным условием статисти- 
ческой независимости X и V. В частности, оно удовлетворяется 
для двумерной плотности распределения вероятностей вида (3.3). 
Следовательно, описываемые (3.3) две случайные величины ста- 
тистически не зависят друг от друга. 

Одно из следствий статистической независимости связано 
с корреляцией, определяемой выражением (3.5). Представив дву- 
мерную плотность распределения вероятностей в виде произведе- 
ния двух сомножителей, перепишем (3.5) в виде 

оо оо 

Е[ХѴ\= | х[ х (х)сіх [ у[ г (у)сіу = Е[Х)Е[У] = XV. (3.22) 

— с» — сю 

Из (3.22) следует, что математическое ожидание произведения 
двух статистически независимых случайных величин равно 
произведению их математических ожиданий. Если математическое 
ожидание хотя бы одной из этих величин равно нулю, то и ма- 
тематическое ожидание их произведения равно нулю. 

Другое следствие статистической независимости случайных 
величин заключается в том, что их условные плотности распреде- 
ления вероятностей превращаются в соответствующие безуслов- 
ные. Например, из (3.12) следует, что 

Н*\у) = І (х, у) Нт (у), 

но если X и V — статистически независимые случайные вели- 
чины, то их совместная плотность распределения вероятностей 
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может быть представлена в виде двух сомножителей, и мы полу- 
чаем 

/ ( х I У) = !х (х) іу (у) Ну (у) = !х ( х ), 

! (У I х) = / (х, у)!{ х (х) = [х ( х ) /у (у)Цх (х) = /у (г/). 

Следует отметить, что случайные величины с совместной плот- 
ностью распределения вероятностей, приведенной в упр. 3.1.2, 
являются статистически независимыми, так как эту плотность 
вероятностей можно представить в виде произведения двух сом- 
ножителей, один из которых зависит только от х, а другой только 
от у. С другой стороны, случайные величины, приведенные 
в упр. 3.2.1, не являются статистически независимыми, поскольку 
их совместную плотность распределения вероятностей нельзя 
представить в виде такого произведения. 

Упражнение 3.3.1. Совместная плотность распределения вероятностей слу- 
чайных величин X и У равна 

ц х у) _ Г к ХУ + 2л + у + а), 0<х<1, 

1 0, х<0, х>1, #<0, у>\. 

Определите: 

а) значения к и а, при которых случайные величины X и V будут стати- 
стически независимы; 

б) математическое ожидание случайной величины XV. 

Ответы: 4/15, 8/27, 2. 

Упражнение 3.3.2. Плотности распределения вероятностей случайных ве- 
личин X и V описываются нормальными законами с математическими ожида- 
ниями 1 и 2 и дисперсиями 1 и 4 соответственно. Найдите вероятность того, 
что XV > 0. 

Ответ: 0,7078. 

3.4. Корреляция двух случайных величин 

Как отмечалось выше, один из важнейших аспектов примене- 
ния совместной плотности вероятностей связан с возможностью 
определения корреляции двух случайных величин, т. е. степени 
их статистической зависимости. 

Корреляцией случайных величин X и V, которые соответст- 
венно могут принимать значения х и у, называется математическое 
ожидание произведения этих случайных величин 

оо оо 

Е[ХК] = [ [ ху{(х, у)йх<іу = ХѴ. 

— оо — оо 

Если математические ожидания этих случайных величин отличны 
от нуля, то вычисления часто удобнее выполнять, предварительно 
перейдя к центрированным случайным величинам. Математиче- 


120 


Глава 3 


ское ожидание двух центрированных случайных величин (X — - X) 
и ( У — У) называется ковариацией и равно 

Е [(X - X) (У - У)] = (X - X) (У - У) = 

оо оо 

• = I 1 (* — Х)(У— У)/(х, у) ах сіу. (3.23) 

— с» — оо 

Ковариацию двух случайных величин можно считать аналогом 
дисперсии одной случайной величины. 

Если нужно найти корреляцию двух случайных" величин без 
учета их масштабов, то пользуются коэффициентом корреляции 
(иногда называемым нормированной ковариацией) . Его обозна- 
чают через р_ и определяют как 

р = Е {[(X - Х)/а х ] [( У - У)Юу]\ = 

оо оо 

= 1 \ 1(х-Х)/а х ][(у-У)/а г ][(х, у)ахйу. (3.24) 

— ОО — ОО 

Обратите внимание на то, что в (3.24) разности случайных ве- 
личин и их математических ожиданий делятся на соответству- 
ющие средние квадратические отклонения. Полученные в резуль- 
тате такого преобразования случайные величины имеют нулевые 
математические ожидания и единичные дисперсии и называются 
центрированными и нормированными. 

Иногда для определения коэффициента корреляции удобно 
использовать еще одну формулу, получаемую из (3.24) при пере- 
множении членов подынтегрального выражения. Итак, 

со оо 

Р = ( | (ху — Ху — Ѵх-\- ХУ)}(х, у) сіх сіу/а х а 7 . 

— - оо — оо 

Выполнив интегрирование, получим 

р = (Е (ХУ) - ХУ]/о х о Т . (3.25) 

Рассмотрим некоторые свойства коэффициента корреляции, 
для чего введем центрированные и нормированные случайные 
величины! и г), определив их следующим образом: 5 = (X — 

— Х)/о х , 5 = 0, а\ = 1, г] = (7 — У)/Оу, Л = 0, = 1. Тогда 

Р = Е [5р]. Теперь рассмотрим выражение 

Е [(1 ± г,)*] = Е [I 2 ± 21т| + ц 2 ] = 1 ± 2р + 1 = 2 (1 ± р). 

Поскольку случайная величина (5 ± ц) 2 не может быть отрица- 
тельной, ее математическое ожидание тоже не может быть меньше 
нуля, так что 2 (1 ± р) ^ 0. Следовательно, коэффициент кор- 
реляции по абсолютной величине не превышает единицы т е 

— 1< р < 1. 
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Если случайные величины X и У статистически независимы, 
то 

Р = Е [|г) ] = |г} = О, 

поскольку математические ожидания | и г) равны нулю. Таким 
образом, коэффициент корреляции статистически независимых 
случайных величин всегда равен 0. Однако обратное утверждение 
справедливо не всегда. Равный нулю коэффициент корреляции 
двух случайных величин не обязательно свидетельствует о ста- 
тистической независимости этих случайных величин; как мы 
увидим ниже, нулевой коэффициент корреляции эквивалентен 
статистической независимости лишь для гауссовских случайных 
величин. 

Чтобы проиллюстрировать свойства коэффициента корреляции, 
рассмотрим двумерную плотность распределения вероятностей 

Г Х + У’ 0<*<1, 0<г/<1, 

ПХ ’ У) ~\0, х<0, х > 1 , у< 0, у> 1. 

Воспользовавшись четвертым свойством двумерной плотности 
распределения вероятностей, сразу получим одномерные плот- 
ности распределения вероятностей 

і 

Іх{х)=\(х + у)йу = х+ 1/2, 0<х<1, 

в 

і 

/г (у) = [ ( х ~Ь У) Ах = у -(- 1/2, 0<г,< 1, 
о 

с помощью которых нетрудно вычислить математические ожида- 
ния обеих случайных величин: 

і 

Х = }*(*+ 1/2) йх = 7/12, 
о 

і 

У = \у{у+ 1/2) йу = 7/12. 

о 

Дисперсии этих величин будут соответственно равны 

і 

Ок = \ (х - 1/ п у (х + V.) ах = 1 1/144, 

0 

1 

Оу = I (у - 7іа) 2 (у + Ѵа) 4у = 11/144 

О 
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а математическое ожидание случайной величины XV равно 

і і 

Я[ХУ] = ] $ ху (х + у) йх йу = 1/3. 
о о 

Следовательно, в соответствии с (3.25) коэффициент корреляции 
Р = (Е [XV] - ХѴ)/а х Оу = [1/3 - (7/1 2) 2 ]/( 11/144) = -1/1 1. 

Хотя коэффициент корреляции можно вычислить для любой 
пары случайных величин, особенно полезно использовать его 
для гауссовских случайных величин, совместные распределения 
вероятностей которых подчиняются нормальному закону. Сов- 
местная плотность распределения вероятностей двух гауссовских 
случайных величин X и V имеет вид 

/( х , у) = [2па х Оу{\ — р 2 )і/ 2 ] і ехр )[ — 1/2(1 - р 2 )] х 

X [(х - Ху-Ю\ + {у — У У /а у - 2 (х - X) (у - V) р/а^а у ][. (3.26) 

Обратите внимание на то, что при р = 0 формула (3.26) при- 
нимает вид 

! (х, У) = (2па х а ѵ )- 1 ехр {(— Ѵ 2 ) [(* - Х) 2 1а\ + {у - Г) 2 /оф][ = 

= ІХ (х) /у (у), 

используемый в случае статистической независимости двух гаус- 
совских случайных величин. Следовательно, условие р = 0 для 
гауссовских случайных величин действительно свидетельствует 
об их статистической независимости. 

Коэффициент корреляции можно также использовать для 
представления некоторых результатов рассмотрения случайных 
величин с произвольной плотностью вероятностей. Например, 
из определения центрированных и нормированных случайных 

величин I и т] ясно, что X = а х І + X , V = а у у\ + V, и, сле- 
довательно, 

ХѴ = Е[(о х І + Х) (аут] + К)] = 

= Е \о х ОуІ,ц -\- Хо у т) -у Уа х % -(- ХУ) = ра^Оу + ХУ. (3.27) 
Рассмотрим еще один пример, в котором 

Е [{X ± ѴУ] = Е [X 2 ± 2 XV + К 2 ] = X 2 ± 2 XV + К 2 = 

= 05с + (ХУ ± 2р о х Оу ± 2ХѴ + о 2 у + (К) 2 = 

— стх -)- Сту ± 2р а х о у + (X ± У У . 

Поскольку последний член в правой части этого выражения пред- 
ставляет собой квадрат математического ожидания случайной 
величины (X ± У), то ее дисперсия равна 

[•^хіг 1“ = о х -)- Оу ± 2рстх<Ту. 


(3.28) 
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Обратите внимание на то, что, если случайные величины не- 
коррелированы (р = 0), дисперсия их суммы или разности равна 
сумме их дисперсий. 

Упражнение 3.4.1. Формула (3.28) может использоваться для определения 
коэффициента корреляции двух случайных сигналов. Пусть, например, матема- 
тическое ожидание и дисперсия одного случайного сигнала равны 5 и 8, а дру- 
гого 3 и 10 соответственно. Кроме того, пусть средний квадрат суммы этих сиг- 
налов равен 75. Определите: 

а) дисперсию суммарного сигнала, 

б) корреляцию сигналов, 

в) коэффициент корреляции сигналов. 

Ответы: — 0,391, 11, 11,5. 

Упражнение 3.4.2. Дисперсии статистически независимых случайных вели- 
чин X ир' равны соответственно 9 и 16. Случайная величина 1 = X + У. 
Считая математические ожидания всех случайных величин отличными от нуля, 
определите: 

а) коэффициент корреляции случайных величин Хи 2, 

б) коэффициент корреляции случайных величин У и 2, 

в) дисперсию случайной величины 2. 

Ответы : 25, 0,6, 0,8. 


3.5. Плотность распределения вероятностей суммы 
(разности) двух случайных величин 

В приведенном выше примере было показано, что математическое 
ожидание и дисперсия суммы (или разности) двух случайных ве- 
личин могут быть легко определены по их математическим ожида- 
ниям, дисперсиям и коэффициенту корреляции, при этом плот- 
ности вероятностей не используются. Что же касается задач, свя- 
занных с нахождением плотности распределения вероятностей 
суммы (разности) двух случайных величин, то они, как правило, 
оказываются более сложными. Здесь будет рассматриваться лишь 
одна такая задача для статистически независимых случайных ве- 
личин. Рассмотрение общего случая выходит за рамки проводи- 
мого обсуждения. 

Пусть случайная величина 2 является суммой случайных ве- 
личин X и У с плотностями распределения вероятностей соответ- 
ственно (х) и /у (у). Найдем плотность распределения вероят- 
ностей (г) случайной величины 2, = X + У . Рис. 3.4. поясняет 
ситуацию. Функцию распределения вероятностей случайной ве- 
личины 2 Р г {г) = Р (2 г) = Р {X + У г) можно полу- 
чить, проинтегрировав двумерную плотность вероятностей / ( х , у) 
по области, расположенной под прямой х + у = г. Для любого 
заданного у значение х должно быть таким, чтобы выполнялось 
условие — оо < х < 2 — у. Таким образом, 

ОО г — у 

Рг (2) =| \ [ (х, у) сіх йу. 


(3.29) 
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В частности, если X и У статистически независимы, то их сов- 
местную плотность распределения вероятностей можно пред- 
ставить в виде произведения двух сомножителей, и (3.29) при- 
нимает вид 

со С — у оо 2 — у 

р г ( г ) = .1 [ Ы(х)Іу(у)йх<іу --= \ [у (у) [ [ х (х) (іх сіу. 

-со 

Плотность распределения вероятностей случайной величины 2 = 
= X + У найдем, продифференцировав Р 2 (г) по г. Таким об- 
разом, 


(г) = йР 2 (г)/йг = \ {у (у) / Л . (г - у) сіу, (3.30) 



поскольку переменная г фигурирует только в верхнем пределе 
второго интеграла. Итак, мы видим, что в данном случае / 2 (г) 
представляет собой свертку одномерных плотностей распределе- 
ния вероятностей случайных величин X и У . 

Понятно также, что Р г (г) можно записать не только в виде 
(3.29), но и как 

оо г—х 

р г ( 2 ) = | | / (*. У) йу (іх, 

ОО — оо 

выполнив действия, аналогичные использованным при выводе 
формулы (3.30), находим 

оо 

Рг (г) = ( Ы*)Ыг-х )0х. (3.31) 

— оо 

Следовательно, как и в системном анализе, свертку можно вы- 
полнять, используя любую из двух эквивалентных формул (3.30) 
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Поясним способ определения плотности вероятностей суммы 
двух случайных величин X и У. Рассмотрим пример, иллюстри- 
руемый рис. 3.5. Показанные на этом рисунке плотности распре- 
деления вероятностей случайных величин X и V могут быть за- 
писаны в следующем виде: 



У> О, 
У< о, 



Цу) 




У 


О 


о 


6 


а 


Рис. 3.5. Плотности вероятностей двух случайных величин. 


Интегрирование должно выполняться в два приема: сначала 
для области 0 < 2 1 , а затем для области г > 1 . Для случая 

использования формулы (3.30) на рис. 3.6 показаны соответ- 
ствующие графики. 


2 


] (1)ехр {— (г — х)} <1х = 1 — е~ г , 0<г<1, 


о 


и (?) = 



г> 1. 


о 


При г < 0 значение / 2 (г) = 0, поскольку / х (х) = 0 при х < 0 
и /у (у) — 0 при у < 0. Найденная плотность распределения 
вероятностей показана на рис. 3.6, в. 

Полученные результаты можно непосредственно применить при 
рассмотрении случайной величины, являющейся разностью двух 
других, т. е. 1 = X — V. Для этого в формуле (3.30) достаточно у 
заменить на — у. Таким образом, 


оо 


!г ( 2 ) — \ [у (У) !х (^ + У) (І-У- 


(3.32) 
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И в этом случае можно воспользоваться другой возможной фор- 
мулой, аналогичной (3.31), т. е. 

оо 

Іг( г ) = | Ах (х)[г (х — г) йх. (3.33) 

— оо 

Рассмотрим случайную величину 2, являющуюся суммой двух 
гауссовских случайных величин X и У. Пусть 

/х (х) = [(2л) 1/2 а х ] _1 ехр [— (х — Х) 2 /2 о 2 х ], 

Іѵ (У) = [(2я) 1/2 оу1 _1 ехр [— ( у — У) 2 /2 а 2 ѵ ]. 



Рис. 3.6. Свертка плотностей вероятностей: а — 0<г^1; б — г>1 

в — І г (г). 


Используя формулу (3.31), запишем выражение для плотности 
распределения вероятностей случайной величины I = X + У- 

Іг (г) = (2яа ѵ о у ) _1 х 

оо 

X ] ехр [— (х — Х) 2 /2 о 2 х] ехр [— (г — х — У) 2 /2о 2 у ] йх. 

— оо 

Предоставим читателю в качестве упражнения выполнить инте- 
грирование. Результат должен быть 

и (2) = [2я (а 2 х + о 2 у))~ 1 ' 2 ехр {- [г - (X + Г)] 2 /2 (а 2 х + о 2 у )). 

(3.34) 

Из полученного результата ясно, что сумма двух независимых 
нормально распределенных случайных величин также распреде- 
лена нормально с математическим ожиданием и дисперсией, яв- 
ляющимися соответственно суммами математических ожиданий 
и дисперсий исходных случайных величин. Кроме того, понятно, 
что добавление к сумме гауссовских случайных величин еще одной 
случайной гауссовской величины приводит к случайной вели- 
чине с гауссовским распределением. Таким образом, случайная 
величина, полученная суммированием любого числа независимых 
нормально распределенных случайных величин, также распре- 
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делена нормально. Обладающие таким свойством плотности рас- 
пределения вероятностей называются устойчивыми. Гауссовское 
распределение является одним из представителей очень ограни- 
ченного класса таких распределений. Можно также показать 
(хотя здесь мы не будем этого делать), что сумма коррелированных 
гауссовских случайных величин распределена нормально, ее 
математическое ожидание равно сумме математических ожиданий 
отдельных входящих в нее случайных величин, а дисперсия на- 
ходится по формуле (3.28). 

Гот факт, что суммы (или разности) случайных нормально 
распределенных величин также распределены нормально, очень 
важен при анализе линейных систем. Кроме того, можно пока- 
зать, что функции, полученные дифференцированием или инте- 
грированием случайных функций времени с гауссовским распре- 
делением, являются гауссовскими. Таким образом, при анализе 
линейной системы с гауссовскими входными сигналами все сиг- 
налы, существующие внутри этой системы и присутствующие на 
ее выходе, могут считаться гауссовскими. С аналогичной ситуа- 
цией встречаются в ходе фурье-анализа системы, находящейся 
в установившемся режиме, когда все сигналы в этой системе 
считают гармоническими и имеющими одну и ту же частоту. 

Упражнение 3.5.1. Плотности вероятностей статистически независимых слу- 
чайных величин Хи У равны соответственно 

/ х (де) = 5е~ 5х , х > О, 

[ у (у) = 2е~ 2у , у > 0. 

Определите для случайной величины 2 = X -+- У: 

а) І г (0), 

б) значение 2 , для которого (г) максимальна, 

в) вероятность того, что 2 > 1 . 

Ответы: 0, 0,221, 0,305. 

Упражнение 3.5.2. Сопротивления резисторов из данного набора представ- 
ляют собой случайные величины, равномерно распределенные в диапазоне 100— 
120 Ом. Пусть два резистора, наугад взятые из этого набора, соединены после- 
довательно. Определите: 

а) наиболее вероятное сопротивление такой последовательной цепи, 

б) максимальное сопротивление этой цепи, 

в) вероятность того, что сопротивление этой цепи превысит 220 Ом. 

Ответы: 220 Ом, 0,5, 240 Ом. 

3.6. Характеристическая функция случайной величины 

Как было показано в разд. 3.5, плотность распределения ве- 
роятностей суммы двух независимых случайных величин пред- 
ставляет собой свертку плотностей распределения вероятностей 
этих случайных величин. Понятно, что плотность вероятностей 
суммы более чем двух случайных величин можно найти, повторяя 
свертку до тех пор, пока она не будет выполнена для всех случай- 
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ных величин, входящих в сумму. Поскольку такая процедура 
трудна и занимает много времени, возникает естественный вопрос, 
нет ли более простого способа определения плотности вероятно- 
стей суммы случайных величин. 

Известно, что если при анализе системы или цепи нужно 
выполнить свертку функций, то можно воспользоваться различ- 
ными преобразованиями, которые, упрощая процедуру вычисле- 
ний, дают возможность заменить свертку простым перемножением 
отображений участвующих в ней функций. При этом каждой 
свертке соответствует умножение полученного ' на предыдущем 
этапе результата на отображение очередной функции. Понятно, 
что такой способ можно применить и для нахождения плотностей 
вероятностей сумм случайных величин. Он будет рассмотрен в на- 
стоящем разделе. 

Функция 

Ф (и) = Е [ехр Цих) ] (3.35) 

называется характеристической функцией случайной величины Х\ 
она представляет собой математическое ожидание и определяется 
с помощью выражения 

оо 

Ф (“) = I / (X) ехр Них) Ох. (3.36) 

— >*оо 

Формула (3.36) напоминает преобразование Фурье плотности 
распределения вероятностей / (х), отличаясь от него отсутствием 
знака минус перед показателем экспоненты. Различие в знаке 
обусловлено математической традицией, а не фундаментальными 
соображениями, и не приводит к существенным различиям в при- 
ложении или свойствах этого преобразования в сравнении с пре- 
образованием Фурье. Записав по аналогии с обратным преобра- 
зованием Фурье обратное преобразование от <р (и), получим вы- 
ражение для определения плотности распределения вероятностей 
случайной величины X: 

оо 

[(х) = (2п)~ 1 | ф (и ) ехр (]их) йи. (3.37) 

Одно из приложений характеристических функций поясним 
на примере рассмотренной в разд. 3.5 задачи определения плот- 
ности вероятностей суммы 2. двух статистически независимых 
случайных величин X и У. Характеристические функции ф у (и) 
и фу (и) этих случайных величин соответственно равны 

оо 

Фх (м) = ] /х (х) ехр Них) йх, 

— оо 

оо 

Фг (и) = ] /у (у) ехр (]'иу) сіу. 
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Свертке плотностей вероятностей случайных величин X и У со- 
ответствует произведение характеристических функций этих слу- 
чайных величин, равное характеристической функции случайной 
величины 2: 

Фг (и) = Фх(»)фѵФ)- 

Соответственно плотность распределения вероятностей случайной 
величины 2 равна 

оо 

!г (г) = (2л) -1 ] ф. г (и) ф к (и) ехр (—/«г) сіи. (3.38) 

— сю 

Описанный способ проиллюстрируем на примере, приведенном 
в предыдущем разделе, в котором случайная величина X была 
распределена равномерно, а случайная величина V — экспонен- 
циально. Поскольку 

Г 1, 0<*<1, 

!х{х) (0, лг < 0, х > 1, 

характеристическая функция ф х (и) случайной величины X равна 

і 

Фх (и) = і (0 ех Р | ]их\ сіх = ехр \}их\Ци |о = (е'“ — 1 )//м. 


Аналогично, 


Іѵ ( У ) 


{ 


оо 

Фу (и) = ^ е~Уе’ иу сіу 


У> О, 

О, у< О, 

ехр {(—1 + /и) у) 


1/(1 — ]и). 


(-!+/«) 

У О 

Следовательно, характеристическая функция случайной вели- 
чины 2 

Фг (ы) = ф.ѵ (и) Фк («) = (е /и - 1)//ы (1 — ]и), 
а соответствующая ей плотность распределения вероятностей 

оо 

/г (г) = (1/2я) [ [(е!“ — 1 )Ци (1 — /«)] ехр {— /ыг| йи -■ 

— оо 

со 

= (1/2л) ] ехр 1/и (1 — г)) йиЦи (1 /и) — 

— оо 

7 г 

— (1/2я) ] ехр 1 /иг} сЫЦи (1 — /и)] < 

— оо V 


- е г , 0<<г- 
I (с - \)е~ 2 , 1 <г- 


оо . 


і) Дж. Купер 
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Интегрирование можно выполнять либо известными способами, 
применяемыми для нахождения первообразных путем преобра- 
зования Фурье, либо по таблицам. 

Характеристические функции можно применять также для 
определения моментов случайной величины. Обратите внимание 
на то, что если ( и) /Ли существует, то 

оо 

(і(р (и) /сіи = ] / (х) Цх) ехр Цих\ йх. 

— ею 

При и = 0 производная становится равной 

оо 

<і Ф (и)/<іи | ц=0 = / | х[ (х) йх = /X. (3.39) 

— оо 

В результате дальнейшего дифференцирования порядок производ- 
ной в подынтегральном выражении повышается, так что п - й на- 
чальный момент случайной величины X равен 

X" = Е [Х п ] = (1//«) [сіу (и)/йи "] и= „. (3.40) 

Если характеристическая функция случайной величины известна, 
то часто проще для определения моментов использовать ее, а не 
плотность вероятностей, поскольку при этом можно обойтись 
без интегрирования. 

Из полученных результатов вытекает несколько легко понят- 
ных следствий. Например, формулу (3.38) можно распространить 
на ситуацию с произвольным числом случайных величин. Если 
Хі, Х 2 , ..., Х п — независимые случайные величины с характе- 
ристическими функциями соответственно ср х (и), ср 2 (и) ср п (и) 

и если У = Х х + Х 2 + ... + Х п , то характеристическая функ- 
ция случайной величины У 

Фг («) = Фі (и) Фа (и) ... ф „ ( и ), 
а соответствующая ей плотность распределения вероятностей 

оо 

/г (у) — (1/2л) | фі(и)фа(и) ... ф„(и)ехр |— }иу\ Ли. (3.41) 

— оо 

Метод характеристических функций можно использовать и 
тогда, когда случайные величины нельзя считать статистически 
независимыми. В частности, если случайные величины X и V 
описываются совместной плотностью распределения вероятностей 
/ (х, у), то их совместная (двумерная) характеристическая функ- 
ция есть 

Фхг ,у(и. ѵ) = Е [ехр \і(иХ-\-ѵУ ) )] = 

оо оо 

= I I /(*, У) ехр \}(их-\-ѵу)} йхйу. (3.42) 
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Соответствующее обратное преобразование записывается как 

оо оо 

/ ( х > У) = (2л) 2 [ [ ер хУ (и, ѵ) ехр { — / (их -(- ѵу)\ сіи сіѵ. (3.43) 


Совместную характеристическую функцию можно использо- 
вать для определения корреляции случайных величин. Так на- 
пример, 


Е [ЛУ) = XV = — [д 2 ф* у (и, ѵ)/ди дѵ] и=ѵ=0 . (3.44) 

В общем случае 

Е [Х 1 Ѵ к ] X Т У ІГ -. (1 Ц і+к ) [д 1+к у ХУ (и, ѵ)/ди‘дѵ*] и=ѵ=0 . (3.45) 

Формулы (3.40), (3.43), (3.45) особенно широко используются для 
гауссовских случайных величин, поскольку для них всегда 
можно выполнить необходимые операции дифференцирования и 
интегрирования. Одно из полезных свойств гауссовского распре- 
деления случайных величин заключается в том, что для опре- 
деления моментов и корреляции любого порядка этих величин 
достаточно знать их первый и второй моменты и коэффициент 
корреляции. 

Упражнение 3.6.1. С помощью характеристической функции определите 
плотность распределения вероятностей случайной величины 1 = X 4 - V где 
Л и У — случайные величины из упр. 3.5.1. 

Ответы должны совпасть с ответами к упр. 3.5.1. 

Упражнение 3.6.2. Плотность распределения вероятностей случайной вели- 
чины Л имеет вид 


І (х) = 2 ехр {— 4 \ л | } , — оо < х < оо . 

Определите с помощью характеристической функции первый и второй начальные 
моменты этой случайной величины. 

Ответы : 0, 1/8. 


ЗАДАЧИ 

3 1.1. Двумерная функция распределения вероятностей случайных вели- 
чин Лиг равна 

0 , 


Р[(х, у) = 


х<0, ус 0, 
ху, 0 < * < 1 , 0<(/<1 
1, х> 1, у>1. 


э) Постройте график этой функции распределения. 

„ Ф Найдите двумерную плотность распределения вероятностей этих слу- 
чайных величин и постройте ее график. У 

в) Определите, какова совместная вероятность события {X ^ 3/4 V > 1/4} 

5 * 
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3.1.2. Двумерная плотность распределения вероятностей случайных вели- 
чин X и У равна 


I (х, У ) 


кху, 0 < х < 1 , 0 < г/ 1 , 

О, х<0, х> 1, (/<0, у>\. 


а) Определите, при каком значении к эту функцию действительно можно 
считать плотностью распределения вероятностей. 

б) Найдите двумерную плотность распределения вероятностей / (х, у). 

в) Определите, какова совместная вероятность события {X ^ 1/2, V > 1/2}. 

г) Найдите одномерную плотность распределения вероятностей (х). 

3.1.3. а) Определите Е [ЛУ] для случайных величии X и V из задачи 

3.1.1. 

б) Определите Е [ЛТ] для случайных величин Хи У из задачи 3.1.2. 

3.1.4. Пусть значения, принимаемые случайными величинами X и V, 
соответствуют очкам, выпадающим на каждой из игральных костей в опыте 
с двумя костями. Определите: 

а) совместную вероятность события {X ^ 3, У > 3}, 

б) Е [XV], 

в) Е IX | У]. 

3.2.1. Случайный сигнал X, подчиняющийся распределению Рэлея с мате- 
матическим ожиданием 10, суммируется с шумом Л/, равномерно распределен- 
ным с нулевым математическим ожиданием и дисперсией 12. Значения Хи N 
статистически независимы и могут наблюдаться только как суммарная величина 
У = X + N. 

а) Найдите условную плотность распределения вероятностей / (х \ у) и 
постройте ее графики для у = 0, у = 6 и у — 12. 

б) Укажите, какова наиболее правдоподобная оценка истинного значения, 
принимаемого случайным сигналом X , если измеренное значение случайной 
величины У равно 12. 

3.2.2. Для двумерной плотности распределения вероятностей из задачи 
3.1.2 найдите а) [ (х \ у) и б) [ (у \ х). 

3.2.3. Случайное постоянное напряжение, распределенное равномерно 
в диапазоне от — 5 до +5 В, измеряют в присутствии статистически независя- 
щего от него шумового напряжения, распределенного по нормальному закону 
с нулевым математическим ожиданием и дисперсией 2 В 2 . 

а) Найдите условную плотность распределения вероятностей этого напря- 
жения для заданного результата измерения и постройте ее график. 

б) Найдите наиболее правдоподобную оценку этого напряжения, если 
результат измерения равен 6 В. 

в) Найдите наиболее правдоподобную оценку этого напряжения, если ре- 
зультат измерения равен 7 В. 

3.2.4. Случайный сигнал X всегда сопровождается статистически неза- 
висимым аддитивным шумом N. Таким образом, наблюдаемой величиной яв- 
ляется У = X + N. Двумерная плотность вероятностей [ (х, у) равна 

/ ( X , У) = К ехр [ — (х а + У 2 -ф 4 Ху)], — оо < * < оо, — сю < I/ < оо. 

а) Напишите общее выражение для определения наиболее правдоподоб- 
ной оценки значения X как функции наблюдаемого значения у случайной ве- 
личины У. 

б) Определите наиболее правдоподобную оценку величины X, считая, что 
измеренное значение случайной величины У равно 3. 
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3.3.1. Установите, являются ли статистически независимыми случайные 
величины X и У ^приведенными ниже совместными плотностями распределения 
вероятностей и найдите корреляции Е [ ХУ ] этих случайных величин. 

Пх .у)Ц кхІУ ' 

(. о, х С 0. х 1 . и <- ! . и ^ 9. 


б) 


в) 


/ (х, у) = 


* < 0, х> 1, ус 1, </>2. 
к (х° + у г ), 0<х<1, 


0, 


; о, х > і, у ■ 


I (*. у ) 


\к(ху+2х+Ъу + Ь), 0^х<1, 
ІО, -ѵ < 0, х > 1 , 


:о, у> і. 
о 

У 


У< 1. 
о, у > 1. 


Пусть Л и 1 — статистически независимые случайные величины и 
пусть \ѵ - іг (X) и V -- И ( V ) — любые функции этих случайных величин, имею- 
щие непрерывные производные по X и V. Покажите, что \Ѵ и V также явля- 
ются статистически независимыми случайными величинами. 

3.4.1. Две случайные величины имеют нулевые математические ожидания 
и дисперсии, равные соответственно 16 и 36. Коэффициент корреляции этих 
величин равен 0,5. Определите: 

а) дисперсию суммы этих величин; 

б) дисперсию разности этих величин; 

в) дисперсию суммы и разности этих величин, если коэффициент корреляции 
равен — 0,5. 

3.4.2. Дисперсии случайных величин X и V равны соответственно оД. — 9 
и Оу = 25. Рассмотрим случайные величины II = ЗХ + 4У и V — 5Х — 2У. 
Определите: 

а) дисперсии и ст|, случайных величин II и V, 

б) коэффициент корреляции этих случайных величин. 

3.4.3. Пусть Л и У — случайные величины с нормальными распределе- 

ниями и нулевыми математическими ожиданиями, причем дисперсия X равна 9. 
Дисперсия суммы этих случайных величин равна 29, а разности — 21 Огше- 
делите: ' к 

а) дисперсию Оу случайной величины У. 

б) коэффициент корреляции случайных величин X и У, 

в) дисперсию случайной величины V = ЗХ — 5У. 

3.4.4. Суммированием трех случайных величин X, У и 2, имеющих ну- 

левые математические ожидания и единичные дисперсии, получают случайную 
величину 1 Ѵ=Х+У+2. Случайные величины Хи У некоррелированы 
а коэффициенты корреляции пар случайных величин (X 2) и (У 2) павкы 
соответственно 0,5 и —0,5. Определите: ѵ . ; р 

а) дисперсию случайной величины К 7 , 

б) коэффициент корреляции случайных величин 117 и X, 

в) коэффициент корреляции случайной величины \Ѵ и суммы случайных 
величин У и 2. 

3.5.1. Плотность вероятностей случайной величины X равна 
/ А .(*) = / 2 *' 0<*<1, 

(о, X < 0, х> 1, 

а статистически не зависящая от X случайная величина У равномерно распре- 
делена на интервале от — 1 до Д 1 . н и и 

^ —3)^ Зашипите плотность распределения вероятностей случайной величины 

б) Определите вероятность того, что 0<2^1. 
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3.5.2. Пассажир каждое утро ездит в город восьмичасовым утренним поез- 
дом, реальное время прибытия которого на станцию является случайной вели- 
чиной, равномерно распределенной в интервале от 7 ч 55 мин до 8 ч 05 мин. 
Время отправления этого поезда от станции также представляет собой случай- 
ную величину, равномерно распределенную в интервале от 8 ч 00 мин до 
8 ч 10 мин. 

а) Найдите плотность распределения вероятностей интервала времени 
между моментами прибытия пассажира на станцию и отправления поезда. 

б) Определите вероятность того, что пассажир успеет сесть на поезд. 

в) Определите вероятность того, что пассажир успеет сесть на поезд, задер- 
жавшись на 3 минуты в дорожной пробке. 

3.5.3. Пусть имеется гармонический сигнал вида 

X (7) == соз (1007+ Ѳ), 

где Ѳ — случайная величина, равномерно распределенная на интервале от 0 
до 2я. Другой гармонический сигнал имеет вид 

V (7) = соз (1007 + 47), 

где Т — статистически не зависящая от Ѳ случайная величина, также равно- 
мерно распределенная на интервале от 0 до 2я. Сумма этих двух сигналов 
2 (7) = X (7) + V (7) может быть выражена через свою амплитуду А и фазу Ф 

2 (7) = А соз (1007+ Ф). 

Определите вероятность того, что: 

а) А > 1, б) А < 1/2. 

3.5.4. Во многих системах связи используется пакетная передача данных 
от ЭВМ. При этом формируется группа двоичных разрядов (порядка 1000), 
передаваемая как единый пакет. Временной интервал между пакетами представ- 
ляет собой случайную величину, распределение которой обычно подчиняется 
экспоненциальному закону, а математическое ожидание обратно пропорцио- 
нально среднему числу передаваемых за одну секунду пакетов. При некоторых 
условиях начало передачи должно задерживаться, причем длительность задержки 
является случайной величиной, распределенной равномерно в интервале от 0 
до Т. Считая, что в секунду должно передаваться 100 пакетов, а максималь- 
ная продолжительность задержки Т = 1 мс, определите 

а) плотность вероятностей временного интервала между пакетами, 

б) математическое ожидание этого интервала. 

3.6.1. Плотность распределения вероятностей случайной величины X равна 
[ х (х) — и ( х ) е~ х , а статистически не зависящей от нее случайной величины V — 
/у (У) = 3 и (у) е~ 3у . Найдите при помощи метода характеристических функций 
плотность вероятностей случайной величины 2 = X + V . 

3.6.2. а) Найдите характеристическую функцию гауссовской случайной 
величины с нулевым математическим ожиданием и дисперсией о 2 . 

б) Проверьте с помощью метода характеристических функций результат, 
полученный в разд. 2.5 для п-го центрального момента гауссовской случайной 
величины. 

3.6.3. Характеристическая функция случайной величины X, подчиняю- 
щейся распределению Бернулли, равна ф (и) = 1 — р + ре ,и } где р — ве- 
роятность того, что событие случится в одном испытании. Для этой случайной 
величины определите: 

а) математическое ожидание, 

б) значение среднего квадрата, 

3) 3-й центральный момент. 

ЛИТЕРАТУРА 

См. список литературы к гл. 1, в особенности [2, 6, 8]. 
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4.1. Введение 

Теперь, когда мы рассмотрели основные понятия теории ве- 
роятностей, желательно перейти к некоторым ее важным практи- 
ческим приложениям. Одно из них лежит в области математиче- 
ской статистики. Хотя основная цель этой книги заключается 
в том, чтобы научить читателя применять теорию вероятностей 
для анализа сигналов и систем, стоит кратко обсудить основные 
понятия математической статистики, которая настолько важна 
для инженера, что без такого обсуждения изложение будет не- 
полным. Однако если читатель пропустит настоящую главу (на- 
пример, из-за нехватки времени), то не испытает затруднений 
в понимании материала последующих глав. 

Теорию вероятностей и математическую статистику часто 
рассматривают как одно целое и поэтому в учебниках и курсах 
лекций излагают совместно. Однако в действительности это две 
самостоятельные области знания, хотя математическая стати- 
стика в значительной мере и опирается на понятия теории вероят- 
ностей. Более того, определяя математическую статистику как 
на У к У. обычно о вероятностях вообще не упоминают. Вместо 
этого говорят о накоплении, систематизации и анализе фактов 
или экспериментальных данных. В очевидном согласии с таким 
определением в одном распространенном учебнике по математиче- 
ской статистике понятие вероятности вводится лишь в восьмой 
главе! 

В математической статистике можно выделить два основных 
направления: описательную статистику и индуктивную стати- 
стику (статистический вывод). Описательная статистика занимается 
накоплением, систематизацией и представлением эксперимен- 
тальных данных в удобной форме. Индуктивная статистика на 
основе этих данных позволяет сделать определенные выводы 
относительно объектов, о которых собраны данные, или оценить 
их параметры. 

Область приложения математической статистики чрезвычайно 
обширна, и в ней можно выделить несколько направлений. Для 
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наших целей достаточно рассмотреть следующие теоретические 
направления: 

а) теория выборок, посвященная методам формирования выбо- 
рок из генеральной совокупности экспериментальных данных, 
объем которой настолько велик, что не позволяет проанализиро- 
вать ее целиком; 

б) теория оценок, определяющая методы и способы оценки 
неизвестных параметров распределений совокупности или реше- 
ния задачи предсказания исходя из экспериментальных данных; 

в) проверка статистических гипотез (тесты), используемая, 
если нужно решить, какое из предположений о распределении 
экспериментальных данных более правдоподобно; 

г) регрессионный анализ, задачей которого является подбор ма- 
тематических формул, наилучшим образом описывающих экспе- 
риментальные данные; 

д) дисперсионный анализ, позволяющий оценить разброс экс- 
периментальных данных и сопоставить его с конкретной ситуа- 
цией, к которой относятся данные. 

Естественно, что все перечисленные разделы невозможно 
подробно рассмотреть в одной короткой главе, поэтому мы огра- 
ничимся лишь некоторыми простыми понятиями математической 
статистики, теории выборок, проверки статистических гипотез 
и методом линейной регрессии, приложение которого будет про- 
иллюстрировано на ряде примеров. 

4.2. Теория выборок и выборочное среднее 

При массовом промышленном производстве часто нужно без 
проверки каждого выпускаемого изделия установить, соответ- 
ствует ли качество продукции установленным стандартам. Обычно 
число изделий столь велико, что проверка каждого из них ока- 
зывается практически невозможной. В таких ситуациях целесооб- 
разно проверять параметры ограниченного числа изделий и счи- 
тать, что результаты проверки справедливы для всей партии. 
Подобные задачи встречаются также при опросах общественного 
мнения, определении популярности телевизионных программ или 
нахождении средних значений параметров объектов, составля- 
ющих некоторую генеральную совокупность. 

Задачи перечисленных типов решаются путем изучения вы- 
борок, сформированных из определенной совокупности объектов 
или экспериментальных данных. Чтобы полученный при решении 
задачи результат обладал заданной степенью достоверности, 
выборка должна иметь достаточный для этого объем. Понятно, 
что, исходя из мнения случайного прохожего, трудно предсказать 
исход президентских выборов. Точно так же нельзя утверждать, 
что все транзисторы из партии в 1 млн. шт. годны или негодны, 
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проверив только один из них. С другой стороны, поскольку про- 
цесс отбора образцов для испытаний может оказаться длительным 
и привести к дополнительным расходам, объем выборки должен 
быть оптимальным. Одна из целей данного раздела — определить, 
каков должен быть объем выборки, чтобы полученные в ходе ее 
исследования результаты отвечали бы заданным требованиям 
достоверности. 

Обратимся к основным понятиям теории выборок. Всю сово- 
купность изучаемых объектов или экспериментальных данных 
будем называть генеральной совокупностью. Например, можно 
считать, что все выпущенные в составе данной серии устройства 
составляют генеральную совокупность. В задаче о предсказании 
исхода президентских выборов генеральной совокупностью можно 
считать численность населения, участвующего в выборах. Будем 
обозначать через N число объектов или количество данных 
составляющих генеральную совокупность. Величину N назы- 
вают объемом генеральной совокупности. Если N невелико, то 
его конкретное значение нужно учитывать в процессе решения 
задачи. Если же N велико, то обычно удобнее считать N = 00 . 
Расчеты параметров генеральной совокупности при N ----- оо часто 
выполнять легче, чем при конечном N , и, как скоро станет ясно 
при очень больших N практически не играет роли, использовать 
ли конкретное значение N или полагать N = оо. 

Случайной выборкой или просто выборкой называют часть ге- 
неральной совокупности, наугад отобранную из нее. Как упоми- 
налось в гл. 1, слово «наугад» означает, что вероятности выбора 
любого объекта генеральной совокупности одинаковы. Это очень 
важное предположение, однако часто трудно удостовериться 
в его справедливости. Объемом выборки п называют число объек- 
тов или количество данных, составляющих выборку. 

Выборка характеризуется различными параметрами, но один 
из наиболее важных — выборочное среднее. Обычно на практике 
каждому элементу выборки можно поставить в соответствие не- 
которое число. Очевидно, существуют выборки других типов, 
например такие, которые формируются при опросах обществен- 
ного ^мнения, когда объектам нельзя приписать численных зна- 
чений, однако здесь мы не будем рассматривать ситуации такого 
рода. Пусть из генеральной совокупности объемом N сформи- 
рована выборка объемом п, при этом элементам выборки припи- 
саны соответственно числовые значения х 1} а- 2 , ..., х п . Если 
к примеру, указанная выборка формируется в процессе контроля 
качества производимых биполярных транзисторов посредством 
измерения их коэффициентов усиления по постоянному току р г , 
г = 1, 2, ..., п, то каждое измеренное значение |ф- следует рас- 
сматривать как элемент лг г исследуемой выборки. Предположим 
также, что данная выборка является случайной и все ее элементы 
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принадлежат к некоторой генеральной совокупности. При этом 
среднее значение для выборки измеренных элементов х* называют 
эмпирическим выборочным средним. Можно ожидать, что эмпири- 
ческое выборочное среднее не будет заметно отличаться от сред- 
него генеральной совокупности, из которой эта выборка сформи- 
рована. Оценка отклонения выборочного среднего от генераль- 
ного среднего — одна из задач, рассмотренных в настоящей главе. 

Для данной конкретной выборки ее выборочное среднее обо- 
значается как 


П 


X = (1/л) Е X;, 
1=1 


(4.1) 


где Хі — значения элементов выборки. Обычно требуется описать 
статистические свойства произвольных случайных выборок, а не 
какой-то одной из них. В этом случае выборочные средние, так же 
как и элементы выборки, рассматриваются как случайные вели- 
чины. При этом выборочное среднее удобнее обозначить как 

^ = (І/л)Е*і, (4.2) 

1 = 1 


где Хі — случайные величины с плотностью распределения ве- 
роятностей / (х), принадлежащие к генеральной совокупности. 
Обратите внимание на то, что мы будем по-прежнему обозначать 
случайные величины и принимаемые ими значения соответст- 
венно прописными и строчными буквами. В этой главе будет 
использоваться именно такая форма записи, и важно уметь отли- 
чать общие результаты, полученные для случайных величин, 
от результатов, полученных для ситуации, в которой эти вели- 
чины принимают конкретные значения. 

Среднее значение для генеральной совокупности, из которой 
производится^ выборка, будем называть генеральным средним и 
обозначать X. Можно ожидать, что выборочное среднее не будет 
заметно отличаться от генерального среднего. Поскольку обычно 
выборочное среднее является случайной величиной, для него 
можно найти математическое ожидание 


Е[Х] = Е 


П 


(1/л) 2 

1 = 1 


(1/Л) Е Е[Хі] = (Цп) Е х = х. 

1=1 1=1 


Таким образом, математическое ожидание выборочного среднего 
равно генеральному среднему. Говорят, что выборочное среднее 
является несмещенной оценкой генерального среднего. Термин 
«несмещенная оценка», широко употребляющийся в математиче- 
ской статистике, означает, что математическое ожидание оценки 
параметра равно математическому ожиданию параметра. 
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Всегда желательно, чтобы выборочное среднее было несмещенной 
оценкой генерального среднего, однако этого недостаточно, чтобы 
утверждать, что эта оценка состоятельна. Поскольку выборочное 
среднее само представляет собой случайную величину, принимае- 
мые им значения для конкретных выборок(эмпирические выбороч- 
ные средние) флуктуируют около генерального среднего. Жела- 
тельно оценить эту флуктуацию, т. е. определить дисперсию 
выборочного среднего. Рассмотрим сначала выборку, объем ко- 
торой много меньше объема генеральной совокупности, п N . 
Предположим, что при формировании выборок характеристики 
генеральной совокупности не меняются. Такое предположение 
эквивалентно условию N = оо. 

Чтобы определить дисперсию выборочного среднего [выбороч- 
ную дисперсию) П ( X ), найдем разность между средним квадратом 
и квадратом математического ожидания случайной величины X, 

которое, как мы знаем, равно генеральному среднему X. Таким 
образом, 


О(Х) 


(і ту 


'■ 2 2 х 1 х і 

*■= і /= і 


- (ху = 


п п 

= (1/«) 2 2 2 Е [ХіХЛ - (ху. (4.3) 


Поскольку Хі и X ) — параметры элементов генеральной совокуп- 
ности,^ при і Ф ] их можно считать статистически независимыми 
случайными величинами. Следовательно, 

Е\Х1Х } \ = \ Х ^ і = і ' 

[(ху, ІФІ. 

Подстановка полученного результата в (4.3) дает 

° ( Х ) = От)* [пХ* + ( п 2 - п) (Х) 2 | - (ХУ = (X*— (ХУ)/п = а 2 /ц’ 

(4.4) 

где о- дисперсия генеральной совокупности ( генеральная ди- 
сперсия). Обратите внимание на то, что с ростом п величина О (X) 
уменьшается. Таким образом, увеличение объема выборки при- 
водит к повышению точности оценки генерального среднего, 
поскольку математическое ожидание выборочного среднего всегда 
равно генеральному среднему независимо от объема выборки, 

а выборочная дисперсия В (X) при увеличении п уменьшается. 
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Как уже отмечалось, формула (4.4) получена в предположе- 
нии, что N — о о. Существует другой подход, позволяющий полу- 
чить тот же результат. Напомним, что основная причина пред- 
положения N = оо связана с требованием статистической устой- 
чивости характеристик генеральной совокупности при формирова- 
нии выборок. Пусть генеральная совокупность состоит из пяти 
10-омных и пяти 100-омных резисторов. Если из нее удалить всего 
один резистор, то в ней возникнет иное соотношение между рези- 
сторами различных номиналов. Однако если бы в генеральной 
совокупности было по миллиону резисторов каждого номинала, 
то при удалении из нее одного резистора или даже тысячи рези- 
сторов соотношение количеств резисторов различных номиналов 
осталось бы в ней практически неизменным. Характеристики 
генеральной совокупности остаются статистически устойчивыми 
и при условии, что взятые из нее объекты после исследования воз- 
вращаются обратно. Поскольку при этом все объекты берутся из 
сохраняющей свои характеристики генеральной совокупности, 
такая ситуация аналогична формированию выборки из генераль- 
ной совокупности с N — оо. Естественно, какой-то объект может 
быть выбран более одного раза, но из-за случайности процесса 
это мало повлияет на полученные результаты. Выборка, сформи- 
рованная таким образом, называется выборкой с возвращением 
или повторной выборкой. 

Иногда объекты нельзя возвратить в генеральную совокуп- 
ность. Например, после испытаний на продолжительность службы 
или испытаний с разрушением объекта. Нежелательно также 
более одного раза опрашивать одного человека при опросе обще- 
ственного мнения или,, например, при определении популярности 
телевизионных программ. Однако выборочную дисперсию можно 
найти даже при малом объеме выборки. Приведем без доказа- 
тельства используемую для этого формулу: 

О (X) - а 2 Ш - п)/п (Л/ - 1 ). (4.5) 

Обратите внимание на то, что при N —> оо формула (4.5) 
сводится к (4.4), а при N — п выборочная дисперсия равна 0. 
Это понятно, поскольку при N = п все объекты генеральной со- 
вокупности входят в выборку и выборочное среднее равняется 
генеральному среднему. Однако понятно и то, что при испытаниях 
с разрушением такая ситуация невозможна. Проиллюстрируем 
сказанное с помощью двух примеров. Сначала рассмотрим гене- 
ральную совокупность с N = оо. Оценим с помощью выборки 
математическое ожидание показанного на рис. 4.1 случайного 
сигнала с математическим ожиданием и дисперсией, соответст- 
венно равными 10 и 9. 
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Как видно на рис. 4.1, отсчеты сигнала берутся в равноот- 
стоящие моменты времени і ъ і 2 , • ••, і п ■ Обычно отсчеты являются 
случайными величинами, будем обозначать их = X ( ), I — 
= 1,2, ..., п. Определим, сколько отсчетов нужно, чтобы среднее 
квадратическое отклонение оценки математического ожидания 
сигнала не превысило 1 % его математического ожидания. Если 
сигнал не ограничен во времени, то объем генеральной совокуп- 
ности отсчетов Л/ = оо и из (4.4) следует, что 

О (X) = а 2 /п - 9/л = (0,01 - ІО) 2 - 0,01 , 



где в правой части^равенства стоит требуемая дисперсия оценки, 
соответствующая среднему квадратическому отклонению, равному 
0,01 математического ожидания сигнала. Отсюда л = 9/0,01 = 
= 900. Из этого результата следует, что для обеспечения малой 
дисперсии оценки генерального среднего при Л/ — оо или при 
формировании выборки с возвращением требуется достаточно боль- 
шой объем выборки. 

Естественно, если оценить с полученной дисперсией математи- 
ческое ожидание случайной функции времени, мы не можем 
гарантировать, что в конкретной ситуации оценка будет отли- 
чаться от математического ожидания менее чем на 1 %. Тем 
не менее мы можем определить вероятность того, что разность 
между математическим ожиданием и его оценкой не будет пре- 
вышать 1 % (или любую другую долю) математического ожида- 
ния. Для этого необходимо знать плотность распределения вероят- 
ностей оценки X. Поскольку при большом объеме выборки выбо- 
рочное среднее находится в результате суммирования большого 
числа независимых случайных величин, справедлива центральная 
предельная теорема и выборочная плотность вероятностей близка 
к гауссовской и мало зависит от плотностей вероятностей отдель- 
ных выборочных значений. Таким образом, вероятность события, 
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заключающегося в том, что X будет отличаться от X не более 
чем на 1 %, равна 

Р (9,9 < X < 10,1) = Р (10,1) -^(9,9) = 

= Ф [(10,1 - 10)/0, 1] — Ф [(9,9 — 10)/0, 1 ] = 

= Ф(1) — Ф(— 1) = 2Ф (1) 1 = 2-0,8413 - I 0,6826. 

Следовательно, вероятность того, что Х_будет отличаться от X 
более чем на 1 %, достаточно велика и равна 0,3174. 

Предположение о гауссовском распределении выборочных сред- 
них довольно реалистично для выборки большого объѳма, но 
может оказаться несправедливым для выборки малого объема. 
Способ, пригодный для выборок малого объема, будет описан 
в одном из последующих разделов. 

Рассмотрим второй пример с генеральной совокупностью не- 
большого объема, из которой выборка формируется без возвраще- 
ния. Пусть генеральная совокупность состоит из 100 биполярных 
транзисторов, и нужно оценить их средний коэффициент усиле- 
ния по току р. Если генеральное среднее р = 120 и генеральная 
дисперсия = 25, то каков должен быть объем выборки, чтобы 
среднее квадратическое отклонение выборочного среднего состав- 
ляло 1 % генерального среднего? Поскольку желаемая диспер- 
сия оценки генерального среднего равна П (Р) = (0,01. 120) 2 = 
= 1,44, из (4.5) следует, что (25/л) 1(100 — л)/(Ю0 — ’і) 1 = 1,44. 
Отсюда п = 14,92, а поскольку объем выборки должен вы’ра- 
жаіься целым числом, п = 15. Сравнительно небольшой объем 
выборки объясняется малым объемом генеральной совокупности. 
Если бы в рассматриваемом примере объем выборки был равен 100 
(т. е. в нее входили бы все элементы генеральной совокупности), 
то дисперсия выборочного среднего равнялась бы 0. 

Можно также определить вероятность того, что выборочное 
среднее будет отличаться от генерального среднего менее чем на 
1 %, однако в рассматриваемом примере плотность распределе- 
ния вероятностей выборочного среднего нельзя считать гауссов- 
ской, если, конечно, коэффициенты |3 сами не являются гауссов- 
скими случайными величинами. Это связано с тем, что объем 
выборки п = 15 слишком мал для применения центральной пре- 
дельной теоремы. Известно эмпирическое правило: чтобы выбо- 
рочную плотность вероятностей можно было считать гауссовской, 
объем выборки п должен быть не менее 30. Способ, используемый 
при п < 30, будет описан, когда будут рассматриваться различные 
законы выборочных распределений вероятностей. 

Упражнение 4.2. 1. У каждого сотого из выпускаемых большой партией полу- 
проводниковых диодов измеряют прямой ток и обратный ток / пЯп при на- 
пряжениях + 1 и —1 В. р г 
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а) Если математическое ожидание и дисперсия случайной величины / 0 д р 
соответственно равны 10~ в А и ІО' 11 А 2 , то сколько диодов нужно проверить, 
чтобы среднее квадратическое отклонение выборочного среднего не превысило 
5 % математического ожидания / 0 д р ? 

б) Если математическое ожидание и дисперсия случайной величины / пр 
соответственно равны 0,1 А и 0,0025 А 2 , то сколько диодов нужно проверить, 
чтобы среднее квадратическое отклонение выборочного среднего не превысило 
1 % математического ожидания / пр ? 

в) Если бы в обеих проверках объемы выборок были одинаковы и равны 
большему из объемов, определенных в пп. (а) и (б), то чему были бы равны 
средние квадратические отклонения выборочных средних / пр и / 0 бр? 

Ответы: 5-10-8 д, 2500, 0,00079 А, 4000. 

Упражнение 4.2.2. Партию из 80 резисторов нужно проверить с помощью 
выборки без возвращения, причем среднее квадратическое отклонение выбороч- 
ного среднего сопротивления не должно превысить 2 % генерального сред- 
него. 

а) Каков должен быть объем выборки, если генеральное среднее сопро- 
тивление и генеральное среднее квадратическое отклонение сопротивления ре- 
зисторов были соответственно равны 100 и 5 Ом? 

б) Выполните предыдущее упражнение, если генеральное среднее равно 
100 Ом, а среднее квадратическое отклонение сопротивления резисторов равно 
1 Ом. 

в) Для выборки из 10 резисторов определите среднее квадратическое от- 
клонение выборочного среднего сопротивления, если генеральное среднее и 
генеральное среднее квадратическое отклонение соответственно равны 100 
и 1 Ом. 

Ответы: 1, 59, 0,3 Ом. 


4.3. Выборочная дисперсия 

В предыдущем разделе рассматривались вопросы, связанные 
с оценкой среднего значения случайных величин, составляющих 
генеральную совокупность, путем усреднения по всем элементам 
выборки, сформированной из этой совокупности. Была также 
найдена дисперсия этой оценки и показано, как она зависит от 
объема выборки. Однако кроме математического ожидания нас 
может также интересовать и дисперсия случайных величин, при- 
надлежащих к генеральной совокупности. Знание дисперсии 
важно, поскольку показывает разброс значений случайных ве- 
личин относительно их математического ожидания. Например, 
при измерении сопротивлений резисторов мало найти, что выбо- 
рочное среднее сопротивление незначительно отличается от номи- 
нального. Если среднее квадратическое отклонение сопротивле- 
ния велико, то независимо от того, насколько выборочное среднее 
сопротивление близко к номинальному, сопротивления многих 
резисторов могут сильно отличаться от него. Следовательно, 
нужно знать не только генеральное среднее, но и генеральную 
дисперсию. 

Есть еще одна причина, по которой нужно оценивать генераль- 
ную дисперсию. Напомним, что генеральная дисперсия входит 
в формулу для определения объема выборки, при котором удается 
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получить заданную дисперсию выборочного среднего. Сначала 
генеральная дисперсия может быть не известна и поэтому трудно 
определить, каким должен быть объем выборки. Оценка генераль- 
ной дисперсии обеспечит нас некоторой информацией о том, как 
нужно изменить объем выборки, чтобы получить приемлемые 
результаты. 

Введем для выборочной дисперсии обозначение 5 2 , чтобы избе- 
жать путаницы с обозначениями дисперсии различных выборок. 
Выборочная дисперсия 5 2 для выборки, состоящей из случайных 
величин Х ъ X 2 , ..., Х п , равна 


5 а = (1/л)Ц (Х ; - X) 2 = (1/п) Е 

і = і і=і 


Хі - (1/л) Ц X,- 
/= 1 


. (4.6) 


Обратите внимание на то, что последний член в квадратных скоб- 
ках в правой части этого выражения есть выборочное среднее, 
так что З 2 представляет собой среднее значение квадрата разности 
случайных величин и выборочного среднего. 

Математическое ожидание выборочной дисперсии 5 2 можно 
найти, раскрыв в (4.6) скобки и определив математические ожи- 
дания каждого члена суммы. Выполнив простые, хотя и доста- 
точно утомительные преобразования, получим, что 

Е [5 2 ] = а 2 (п — 1 )/п, (4.7) 

где о- — генеральная дисперсия. Обратите внимание на то, что 
математическое ожидание выборочной дисперсии не равно гене- 
ральной дисперсии, таким образом, это смещенная оценка. В боль- 
шинстве приложений хотелось бы иметь несмещенные оценки 
любого параметра. Поэтому желательно знать, есть ли простой спо- 
соб получения несмещенной оценки генеральной дисперсии. Из 
выражения (4.7) следует, что для этого несмещенную оценку необ- 
ходимо лишь умножить на п!(п — 1). Итак, несмещенную оценку 
генеральной дисперсии можно получить, определив выборочную 
дисперсию как 


= 5» п/ („ _ і) = [1 /(п - 1)1 2 (Х { - Х)\ (4.8) 

і=і 


Формулы (4.7) и (4.8) справедливы для генеральной совокуп- 
ности бесконечно большого объема. Если же объем генеральной 
совокупности ограничен и равен УѴ, то 

Е [5 2 ] = а 2 УѴ (п — 1 )!п (УѴ — 1). (4.9) 

Обратите внимание на то, что (4.9) также дает смещенную оценку, 
однако смещение можно устранить, если З 2 определить как 

З 2 = 8 2 п (ДУ — 1)/ДГ (п — 1). (4.10) 
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Обратите также внимание на то, что при N -* оо формулы (4.9) 
и (4.10) сводятся к (4.7) и (4.8). 

Формулы для дисперсии оценок выборочной дисперсии можно 
получить, выполнив прямые, хотя и трудоемкиеПіреобразования. 
Например, легко показать, что 


° ($ 2 ) = Он — ст 4 )/гс, 

(4.11) 

где 


!Ч = Е [(X - ХУ \ 

(4.12) 

есть генеральный центральный момент 4-го порядка, 
формул (4.7) и (4.8) сразу запишем 

С учетом 

П (5 2 ) = п (р 4 — о*)/(п — I) 2 . 

(4.13) 


Для иллюстрации применения полученных результатов под- 
ходят только выборки большого объема. Для этого вновь обра- 
тимся к случайной функции времени, показанной на рис. 4.1, 
для которой уже определено выборочное среднее. Выше мы нашли, 
что для уменьшения среднего квадратического отклонения выбо- 
рочного среднего до 1 % генерального среднего, объем выборки п 
должен равняться 900. Теперь предположим, что та же выборка 
объемом 900 элементов используется для определения выборочной 
дисперсии 5 2 , и вычислим ее по формуле (4.8). Напомним, что 5 2 
является несмещенной оценкой генеральной дисперсии. Если 
известен генеральный центральный момент 4-го порядка, то по 
формуле (4.13) можно найти дисперсию этой оценки. К сожале- 
нию, р 4 вычислить нелегко, если только не известна плотность 
распределения вероятностей случайных величин, входящих в вы- 
борку. Для целей настоящего обсуждения предположим, что рас- 
сматриваемый случайный сигнал является гауссовским, а состав- 
ляющие выборку случайные величины статистически независимы. 
Из выражения (2.27) следует, что для гауссовской случайной ве- 
личины р 4 = За 4 . Подставив это значение в (4.13), получим 

О (5 2 ) = 900 (3.9 2 - 9 2 )/(900 - I) 2 = 0,1804, 

поскольку дисперсия сигнала а 2 = 9. Таким образом, среднее 
квадратическое отклонение оценки дисперсии равно 0,4247 или 
4,72 % генеральной дисперсии. Отсюда можно сделать вывод, 
справедливый и в общем случае: для выборки заданного объема 
точность оценки генеральной дисперсии ниже точности оценки 
генерального среднего. 

Если известна плотность распределения вероятностей оценки 5 2 , 
то можно определить, какова вероятность попадания выборочной 
дисперсии в любой заданный интервал значений. Плотность рас- 
пределения вероятностей / (5 2 ) при большом объеме выборки 
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можно считать гауссовской; такое же предположение справедливо 
для плотности распределения вероятностей выборочного сред- 
него. Однако для выборок малого объема такое предположение 
неприемлемо. Более того, если выборка состоит из гауссовских 
случайных величин, то при любом объеме плотность распределе- 
ния вероятностей / (5 2 ) подчиняется хи-квадратичному закону. 

Упражнение 4.3.1. Определите, каков должен быть объем выборки для пока- 
занного на рис. 4.1 случайного сигнала, чтобы среднее квадратическое откло- 
нение оценки его дисперсии равнялось 1 % дисперсии, если 

а) оценка несмещенная, 

б) оценка смещенная. 

Ответы : 20 000, 20 002. 

Упражнение 4.3.2. Пусть плотность распределения вероятностей отсчетов 
случайной функции времени X (() равна 

Ж=(^’ * >0 ’ 

І0, лг < 0. 

Сколько нужно взять отсчетов, чтобы среднее квадратическое отклонение не- 
смещенной оценки дисперсии этой функции равнялось 5 % ее дисперсии? 

Ответ : 3133. 

4.4. Плотности вероятностей оценок параметров 
генеральной совокупности и доверительный интервал 

Хотя математические ожидания и дисперсии оценок параме- 
тров дают нужные сведения о генеральной совокупности, этого 
недостаточно, чтобы ответить на вопрос о вероятности попадания 
оценок в заданный интервал. Чтобы ответить на него, нужно 
знать плотности распределения вероятностей таких оценок пара- 
метра, как выборочное среднее или выборочная дисперсия. При 
разработке математической статистики определению плотностей 
вероятностей этих оценок было уделено значительное внимание, 
и много таких функций описано в литературе. Здесь мы рассмо- 
трим лишь два закона распределения вероятностей выборочного 
среднего. 

Напомним, что в соответствии с формулой (4.2) выборочное 
среднее равно 

$ = (1/л) І Х„ 

[=і 

где п — объем выборки, а — • случайные величины, принадле- 
жащие к генеральной совокупности. Если эти случайные вели- 
чины статистически независимы и распределены по нормальному 
закону с математическим ожиданием X и дисперсией ст 2 , то цен- 
трированная и нормированная случайная величина 

1= (^-Х)/(о/п' /2 ) (4.14) 

также распределена по нормальному закону с нулевым математи- 
ческим ожиданием и единичной дисперсией. Таким образом, если 
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распределение генеральной совокупности подчиняется нормаль- 
ному закону, то выборочное среднее можно считать гауссовской 
случайной величиной независимо от объема генеральной совокуп- 
ности или выборки при условии, что генеральное среднее квадра- 
тическое отклонение а известно и его можно использовать для 
нормирования случайной величины в соответствии с выражением 
(4.14). С другой стороны, если распределение генеральной сово- 
купности нельзя считать гауссовским, то из центральной предель- 
ной теоремы следует, что при п -> оо функция распределения 
вероятностей случайной величины 2 асимптотически стремится 
к гауссовской. Следовательно, можно считать, что распределение 
выборочного среднего при больших п является гауссовским. 
Кроме того, если генеральная дисперсия ст 3 не известна, в (4.14) 
вместо о можно использовать оценку 5, поскольку при больших п 
эта оценка должна приближаться к о. Однако при этом возникает 
вопрос о том, каким должен быть объем выборки п и что делать, 
если п меньше, чем требуется? 

Известно следующее эмпирическое правило: выборочное рас- 
пределение можно считать гауссовским, если п > 30. Если п < 
< 30, а распределение генеральной совокупности нельзя считать 
гауссовским, то, вообще говоря, каждую ситуацию приходится 
рассматривать с учетом конкретных характеристик. Однако если 
распределение генеральной совокупности является гауссовским, 
а генеральная дисперсия не известна, то нормированное выбороч- 
ное среднее нельзя считать гауссовской случайной величиной, 
поскольку оценка 5, используемая при этом вместо о в (4.14), 
также является случайной величиной. Тем не менее плотность 
распределения вероятностей нормированного выборочного сред- 
него найти можно, и в дальнейшем будет показано, как это сде- 
лать. 

Для л < 30 определим центрированное и нормированное 
выборочное среднее: 

Т = (X - Х)/(5 Іп ]/2 ) = (X - Х)/[8/(п - 1) ,/2 ]. (4.15) 

Распределение случайной величины Т называется распределением 
Стьюдента с ( п — 1) степенями свободы 3 ). 

Число степеней свободы распределения Стьюдента будем обо- 
значать через ѵ = п — 1. Тогда плотность вероятностей случай- 
ной величины Т равна 

МО- Г((ц+ 1)/2)(1 + і 2 1ѵ )- {ѵ+1) ' 2 (ѵп)~ 1/а [Г (ѵ/2)]~ 1 , (4.16) 

На существование распределения такого вида впервые указал Уильям 
Госсет, опубликовавший свою работу под псевдонимом «Стьюдент», поскольку 
сотрудникам фирмы «Гиннесс Брюэри», в которой он служил, не разрешалось 
публиковать работы под своим именем. 
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где I (...) гамма-функция, важные свойства которой будут 
рассмотрены ниже. На рис. 4.2 приведены плотности вероятностей 
случайной величины, распределенной по закону Стьюдента при 
ѵ — 1, и центрированной и нормированной гауссовской случайной 
величины. Видно, что распределение Стьюдента имеет более про- 
тяженные хвосты, чем распределение Гаусса. Однако при п 30 
кривые почти сливаются. Чтобы вычислить плотность распреде- 



ления Стьюдента, необходимо знать значения гамма-фупкции. 
Это нетрудно, поскольку можно воспользоваться известными 
соотношениями. Во-первых, существует рекуррентная формула 

ТЛ/ , , і № (к) при любом к, 

1( ‘ +І) = Г, при целых*. < 4 -17) 


Во-вторых, 

аргументов: 


приведем 


. к\ 
значения 


Г (1) = Г (2) 


гамма-функции для некоторых 
Г (1/2) = я'/ 2 . 


Оорат ите внимание на то, что значения [т (/) ищутся для аргу- 
ментов, являющихся либо целыми, либо полуцелыми числами. 
Найдем по формуле (4.17) значение гамма-функции для к = 

х г (, ’ 5) " 2 ' 5 ' '' 5 ' 0 ' 5 х 

При изучении математической статистики часто встречаются 
с понятием доверительного интервала. Хотя доверительный интер- 
вал чаще всего используется в теории оценок, удобнее обсудить 
его здесь в приложении к функциям распределения выборочного 
среднего. Выборочное среднее в определенном нами выше смысле 
представляет собой точечную оценку , поскольку ему может при- 
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писываться единственное значение. Кроме точечной, можно ис- 
пользовать интервальную оценку, которая утверждает, что оце- 
ниваемый параметр с определенной вероятностью принимает зна- 
чение, лежащее в заданном интервале, называемом доверительным. 

Интервал, в пределы которого оценка попадает с вероят- 
ностью < 7/100 %, будем называть <7 %-ным доверительным интер- 
валом. Границы этого интервала называются доверительными, 
а </ — доверительным уровнем. 

Для выборочного среднего доверительный уровень <7 опреде- 
ляется следующим образом: 

Х-йа/л 1/2 < Х<Х + /гсг/л 1/2 , (4.18) 


где к — постоянная, связан- 
ная с <7 и плотностью рас- 
пределения вероятностей 


Таблица 4.1 

Ширина доверительного интервала 
для гауссовского распределения 


Іх (х) случайной величины X 
соотношением 

А+Ао 

(/100 С и(х)0х. (4.19) 

х-иа х 

Если /г (а-) подчиняется 
нормальному закону, то за- 
висимость к от <7 можно пре- 


<7. % 

к 

90,00 

1,64 

95,00 

1,96 

99,00 

2,58 

99,90 

3,29 

99,99 

3,89 


дставить в виде таблицы. 

Значения к для нескольких <7 приведены в табл. 4.1. 

Проиллюстрируем использование табл. 4.1 для выборки из 
900 отсчетов случайного сигнала с генеральным средним 10 и 
генеральной дисперсией 9, показанного на рис. 4.1. Ширину до- 
верительного интервала при <7 = 95 % легко найти, поскольку 


10 - 1,96-9 1/2 /900 |/2 <Х< 10+ 1 ,96 • 9 ,/2 / 900 І/2 , 


или 9,804 -< X 10,196. Таким образом, в интервал от 9,804 
до 10,196 выборочное среднее может попасть с вероятностью 0,95. 
Очевидно, что широким доверительным интервалам соответствуют 
большие доверительные уровни. Следовательно, вероятность по- 
падания оценки в узкий доверительный интервал мала, а в ши- 
рокий — велика. Поэтому ясно, что если сравниваются выборки 
одинакового объема, то оценка с <7 = 99 % хуже, чем, например, 
с <7 = 90 % . 

Те же выводы относительно доверительных интервалов можно 
сделать исходя из плотности распределения вероятностей. Обра- 
тите внимание на то, что интеграл в (4.19) можно представить как 
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разность двух выборочных функций распределения вероятностей. 
Следовательно, (4.19) можно переписать в виде 

Я = 100 ^ .(X + &т) — Р^(Х — ко)^ (4.20) 

Для распределения Стьюдента зависимость к от с/ также можно 
задать в виде таблицы, при этом параметром будет служить ѵ. 
Однако чаще пользуются^ функцией распределения вероятностей 
' т Таблица значений этой функции приведена в приложе- 
нии Е, а табл. 4.2 для ѵ = 8 предназначена для использования 
в ходе дальнейшего рассмотрения. 


Таблица 4.2 

Распределение Стьюдента для ѵ = 8 


1 

Г Т «> 

і 

Р т О) 

0,262 

0,60 

2,306 

0,975 

0,706 

0,75 

2,896 

0 99 

1,397 

1,860 

0,90 

0,95 

3,355 

0,995 


Применение этой таблицы для проверки статистических гипо- 
тез будет проиллюстрировано в следующем разделе. 

Упражнение 4.4.1. Найдите значение плотности распределения Стьюдента 
при і=\, если 

а) у = 5, б) ѵ = 10. 

Ответы: 0,2197, 0,2304. 

Упражнение 4.4.2. Генеральное среднее и генеральная дисперсия сопротив- 
лении резисторов, образующих генеральную совокупность бесконечно боль- 
шого объема, соответственно равны 100 и 5 Ом. Выборочное среднее и выбо- 
рочную дисперсию можно считать гауссовскими случайными величинами Най- 
дите границы 99 /6-ного доверительного интервала для выборочного среднего 
если объем выборки равен: 

а) п = 100, б) п = 9. 

Ответы: от 94,41 до 105,59, от 98,71 до 101,29. 

4.5. Проверка статистических гипотез (тесты) 

Принятие решений о параметрах генеральной совокупности 
является одним из важных приложений математической стати- 
стики. В предыдущих разделах было показано, как оценить вы- 
борочное среднее или выборочную дисперсию и как при заданном 
доверительном уровне найти границы доверительных интервалов. 
Кроме того, в отношении генеральной совокупности могут выска- 
зываться некоторые гипотезы, в справедливости которых можно 
удостовериться при изучении выборок. Пусть, например, по 
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утверждению фирмы средний срок службы выпускаемых ею 
электрических ламп равен 1000 ч. Таким образом, выдвинута 
гипотеза, согласно которой генеральное среднее соответствующей 
генеральной совокупности (элементами которой являются сроки 
службы всех выпущенных этой фирмой ламп) равно 1000 ч. По- 
скольку все лампы нельзя испытать на продолжительность 
службы, приходится испытывать лишь небольшое их количество 
и по полученным результатам определять выборочное среднее. 
Возникает вопрос: подтверждают ли результаты, полученные при 
испытании, принятую для генеральной совокупности статисти- 
ческую гипотезу? Пусть выборочное среднее выборки всего из двух 
ламп оказалось равным 900 ч. Можно ли при этом утверждать, 
что высказанная статистическая гипотеза ошибочна? Очевидно 
нет, поскольку объем выборки слишком мал и по результатам ее 
анализа нельзя принять достоверное решение. С другой стороны, 
пусть для той же выборки выборочное среднее оказалось равным 
1000 ч. Доказывает ли это справедливость гипотезы? Трудно 
сказать. Тогда поставим такой вопрос: как принимать решение 
о допущении или отклонении статистической гипотезы, если 
объем выборки и доверительный уровень заданы? Мы достаточно 
подготовлены для ответа, и дадим его, рассмотрев несколько 
конкретных примеров. 

Тесты могут быть односторонними или двухсторонними. При 
одностороннем тесте нас интересует поведение параметра по одну 
сторону от заданного значения. В частности, в примере с электри- 
ческими лампами нужно, чтобы средняя продолжительность 
службы оказалась не менее 1000 ч, если же она окажется больше, 
то мы будем только рады. Такие ситуации встречаются часто. При 
двухстороннем тесте нас интересуют отклонения параметра от 
заданного значения в любом направлении. Пусть, например, 
нужно определить параметры генеральной совокупности резисто- 
ров с номинальным сопротивлением 100 Ом. Ясно, что при этом 
одинаково важны отклонения сопротивления в обе стороны от 
номинального. 

Обратимся сначала к одностороннему тесту. Пусть, например, 
указано, что среднее пробивное напряжение конденсаторов равно 
или превышает 300 В. Испытав 100 конденсаторов, получили, что 
выборочное среднее равно 290 В, а несмещенное выборочное 
среднее квадратическое отклонение 5 равно 40 В. Можно ли 
с 99 %-ным доверительным уровнем считать, что среднее пробив- 
ное напряжение превышает 300 В? Обратите внимание на то, 
что тест является односторонним, поскольку нас не интересует, 
насколько среднее пробивное напряжение превышает 300 В. 

Сначала выскажем статистическую гипотезу: «генеральное 
среднее равно 300 В», а затем проверим, соответствует ли она 
результатам наблюдения. Поскольку объем выборки больше 30, 
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выборочную плотность вероятностей будем 
а 0 = 5. Таким образом, центрированная и 
чайная величина 2 принимает значение 


считать гауссовской, 
нормированная слу- 


2 = (X - Х)/(а/п' /2 ) = (290 - 300)/ (40/ 1 00 ,/2 ) = —2,5. 

Для одностороннего теста с ц = 99 % критическое значение г 
находится с учетом того, что ему соответствует площадь под функ- 
цией [ 2 (г), равная 0,99. Следовательно, 

оо 

[ / 2 (г) Л = 1 - ф (г е ) = 0 , 99 , 


откуда х с 2,33. Поскольку наблюдаемое значение х меньше х 
гипотезу нужно отвергнуть. 

Часто при проверке статистической гипотезы трудно понять 
смысл полученного решения. В рассмотренном примере он состоит 
в том, что с вероятностью 0,99 исследуемая выборка не принадле- 
жит к генеральной совокупности, генеральное среднее которой 
равно 300 В. Это вполне понятно, трудность, однако, заключается 
в том, что если бы мы взяли ^ = 99,5 % , то должны были бы при- 
нять эту гипотезу, поскольку критическое значение г с для такого 
доверительного уровня равно — 2,575 и меньше наблюдаемого 
значения х. Таким образом, при больших у увеличивается вероя- 
ность того, что любая выборка приведет к принятию гипотезы. 
На первый взгляд это противоречит логике, однако ясно, в чем 
здесь причина: чем больше < 7 , тем шире доверительный интервал, 
поскольку в него должен укладываться больший участок плот- 
ности распределения вероятностей. И обратно, чем меньше < 7 , 
тем меньше вероятность того, что любая выборка приведет к при- 
нятию статистической гипотезы, и, таким образом, это более стро- 
гое требование. Иногда вместо доверительного уровня пользуются 
уровнем значимости (100 — < 7 ) %, так как при этом удается обойти 
кажущееся противоречие. Тогда доверительному уровню 99 % 
соответствует уровень значимости 1 % , а доверительному уровню 
99,5 %— уровень значимости 0,5%. Таким образом, больший 
уровень значимости соответствует более строгой проверке гипо- 
тезы. 

Вернемся к примеру с конденсаторами, однако теперь рассмо- 
трим выборку малого объема. Пусть для выборки из 9 конденсато- 
ров выборочное среднее пробивное напряжение равно 290 В, 
а несмещенное выборочное среднее квадратическое отклонение 
равно 40 В. Обратите внимание на то, что эти значения совпа- 
дают с приведенными для выборки большого объема. Однако. 
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поскольку теперь п < 30, значение і, принимаемое стьюдентовской 
случайной величиной Т, равно 

і = (Х- Х)І8/(п' /2 ) = (290 - 300)/ (40/9 1/2 ) = — 0,75. 

Для распределения Стыодента Р т (і) при ѵ = п — 1=8 и </ = 
= 99 % из табл. 4.2 найдем критическое значение і с = — 2,896. 
Поскольку теперь і > і с , мы должны принять гипотезу о том, что 
генеральное среднее пробивное напряжение конденсаторов пре- 
вышает 300 В. 

Обратите внимание на то, что для выборки меньшего объема I 
больше, а следовательно, увеличивается вероятность того, что 
оно превысит і с . Кроме того, для выборок малого объема следует 
использовать распределение Стьюдента, которое имеет более 
протяженный хвост, чем гауссовское распределение, и і е < г с . 
Таким образом, при совместном действии обоих факторов досто- 
верность тестов для выборок малого объема уменьшается. 

Приведем пример двухстороннего теста. Пусть указывается, 
что номинальное напряжение стабилизации стабилитронов не- 
которого типа равно 10 В. Поскольку стабилитрон используется 
как регулятор, отклонения напряжения стабилизации от номи- 
нального как в большую, так и в меньшую стороны одинаково 
нежелательны. Итак, предположим, что генеральное среднее 
напряжение стабилизации равно 10 В, а затем проверим эту 
статистическую гипотезу и решим (с учетом того, что отклонения 
напряжения стабилизации от 10 В в обе стороны одинаково 
важны), справедлива ли она. 

Пусть для выборки объемом 100 стабилитронов выборочное 
среднее равно 10,3 В и несмещенное выборочное среднее квадра- 
тическое отклонение равно 1,2 В. Можно ли с доверительным 
уровнем ц = 95 % считать, что гипотеза справедлива? Поскольку 
объем выборки больше 30, можно ввести гауссовскую случайную 
величину 2, принимающую в этом примере значение г = (10,*3 — 
— 1 0)/( 1,2/1 00 1/2 ) = 2,5. По табл. 4.1 находим, что для ^ = 95 %, 
г с = ±1,96. Таким образом, чтобы гипотеза была принята (т. е. 
была состоятельной) значения г должны находиться в интервале 
— 1,96 < 2 < 1,96. Поскольку 2 = 2,5 находится вне этого ин- 
тервала, гипотеза отвергается (т. е. признается несостоятельной) 
и приведенные данные о среднем напряжении стабилизации нельзя 
считать верными, так как с вероятностью 0,95 испытуемая выборка 
не может быть сформирована из генеральной совокупности с гене- 
ральным средним 10 В. 

Рассмотрим теперь выборку малого объема. Пусть снова про- 
веряются 9 стабилитронов и установлено, что выборочное среднее 
и несмещенное выборочное среднее квадратическое отклонение 
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по-прежнему соответственно равны 10,3 и 1,2 В. Стьюдентовская 
случайная величина Т принимает значение 

* = (Х- Х)/(5/п и2 ) = (10,3 - 1 0)/ ( 1 ,2 /9 1/2 ) = 0,75. 

В этом примере ѵ = 8, и критические значения і с могут быть 
взяты из табл. 4.2. Поскольку в этой таблице приведены значения 
для распределения Стьюдента, а нам нужно найти границы рас- 
положенного симметрично относительно нуля интервала, соответ- 
ствующего 95 % всей площади под кривой плотности распределе- 
ния вероятностей, выше 4 будет лежать 2,5 % площади, а ниже 
также 2,5 % площади. Таким образом, из табл. 4.2 нужно 
выбрать Р т ( 4 ) = 0,975. Это легко понять, если записать соотно- 
шение Р [~і с < Т < і с ] = Р т (4) _ Р т (_/ с ) = 2 Р т (4) - 1 = 
— 0,95, откуда Г т (4) = 1,95/2 = 0,975. По табл. 4.2 находим, 
что 4 = 2,306. Чтобы принять гипотезу, наблюдаемое значение і 
должно находиться в интервале —2,306 < і < 2,306. Поскольку 
і — 0,75 находится внутри его, гипотеза принимается и заявление 
о том, что среднее напряжение стабилизации равно 10 В, считают 
верным. II вновь мы видим, что при большем объеме выборки 
проверка оказывается строже, чем при малом. 

Упражнение 4.5.1. ^Для биполярных транзисторов определенного типа 
^ опп Ва Д ТСЯ ’ Чт0 с Р едний их коэффициент усиления по постоянному току Р > 
200. При испытании установлено, что выборочный средний коэффициент уси- 
ления равен 190 и его несмещенное выборочное среднее квадратическое откло- 
нение равно 40. Можно ли с вероятностью 0,95 считать, что для транзисторов 
этого типа р > 200, если объем выборки равен 

а) 100? б) 20? 

Ответы : г = — 2,5; г с =— 1,645: нет; /=—1,118; 4 = —1,729: да. 

Упражнение 4.5.2. ^Для биполярных транзисторов некоторого типа ука- 
зывается, что их средний допустимый ток коллектора равен 4 мА. При испыта- 
нии установлено, что выборочный средний допустимый ток равен 4,2 мА и не- 
смещенное выборочное среднее квадратическое отклонение этого тока равно 
0,8 мА. Можно ли с вероятностью 0,95 считать, что средний допустимый ток 
коллектора транзисторов этого типа равен 4 мА, если объем выборки равен' 

а) 100? б) 20? 

Ответы, г = 2,5, г с = ±1,96: нет; I = 1,118; / с = ±2,090: да. 


4.6. Аппроксимация экспериментальных данных 
и линейная регрессия 

Тема, которой посвящен этот раздел, стоит в стороне от вопро- 
сов, изложенных в предыдущих разделах, однако она отражает 
одно из важных приложений математической статистики к ин- 
женерной практике. Часто при анализе статистических данных 
выясняется, что между двумя и более случайными величинами 
имеется связь, которую нужно описать математически. Например, 
рассмотрим совокупность статистических данных, описывающих 
зависимость продолжительности службы электрических ламп от 


Элементы математической статистики 


155 


поданного на них напряжения. Эти данные можно представить 
в виде диаграммы рассеяния (рис. 4.3), на которой каждой точке 
соответствует продолжительность службы, экспериментально най- 
денная при данном напряжении. 

Приведенная на этом рисунке непрерывная линия наилучшим 
в некотором смысле образом аппроксимирует экспериментальные 
данные и определяет соответствующую математическую зависи- 
мость между ними в форме функции определенного аргумента. 
Цель настоящего раздела — продемонстрировать один способ 
получения такого математического выражения. 



Рис. 4.3. Диаграмма рассеяния экспериментальных данных о продолжитель- 
ности службы электрических ламп в зависимости от приложенного к ним на- 
пряжения. 

В последующем для удобства будем как под аргументом, так 
и под функцией понимать случайные величины X и У соответ- 
ственно. Поскольку экспериментальные данные, рассматриваемые 
нами, представляют собой наборы чисел, то, придерживаясь 
принятой выше системы обозначений, при их записи будем исполь- 
зовать подстрочные индексы. Таким образом, если объем выборки 
равен п, значения, принимаемые случайными величинами X и V, 
будем обозначать х і , х 2 , ..., х п и у х , у 2 , ..., у п соответственно. 
В частности, для рис. 4.3 значениями лг 2 , ..., х п можно считать 
приложенные напряжения, а значениями у ъ у 2 , ..., у п — соответ- 
ствующие этим напряжениям продолжительности службы. 

Задача, связанная с подбором математического выражения, 
описывающего связь между экспериментальными данными, назы- 
вается аппроксимацией. Само математическое выражение называют 
уравнением регрессии ( регрессией ), а соответствующую кривую — 
линией регрессии. Чтобы подобрать наилучшую в некотором 
смысле регрессию, сперва необходимо установить критерий, с по- 
мощью которого определить, что такое «наилучшая» регрессия. 
Обратимся к рис. 4.4, где приведен пример набора эксперимен- 
тальных данных и соответствующей ему линии регрессии. 


156 


Глава 4 


На этом рисунке показаны отклонения і = 1, 2, п 
линии регрессии от точек, соответствующих значениям, принима- 
емым случайными величинами Хи У. Одним из широко применя- 
емых на практике критериев оптимальности регрессии является 
критерий минимума суммы квадратов. В соответствии с этим 
критерием наилучшее согласование линии регрессии с резуль- 
татами измерения достигается при выполнении условия 

^1 + ^ 2 + • • • -{-<& = тіп. (4.21) 



Рис. 4.4. Отклонение линии регрессии от экспериментальных данных на диа- 
грамме рассеяния. 

Его применение позволяет при определении линии регрессии 
использовать хорошо разработанный метод наименьших квадра- 
тов, обеспечивающий построение линии регрессии, характеризу- 
емой минимальным средним квадратом ее отклонения от резуль- 
татов эксперимента. Обратите внимание на то, что критерий 
минимума среднего квадрата предполагает равенство вклада 
в (4.21) отклонений, отличающихся лишь знаком, а также опре- 
деляет, что большие по абсолютной величине отклонения входят 
в (4.21) с большим собственным весом. 

После определения критерия оптимальности регрессии следует 
перейти к выбору типа уравнения регрессии. Тип уравнения 
в значительной мере зависит от вида экспериментальных данных, 
однако наиболее часто используют полином вида 

У — а “Ь Ьх + сх г + ...-(- кхК 

Можно построить кривую, описываемую полиномом ( п — 1)-й сте- 
пени и проходящую через все п точек, однако такой способ обычно 
не используется, поскольку не приводит к сглаживанию кривой, 
хотя график этого полинома будет проходить через все заданные 
точки, и сумма квадратов отклонений будет равна 0. Поскольку 
результаты измерений, как правило, случайны, предпочтительно 
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аппроксимировать их средние значения. Поэтому обычно для 
аппроксимации используют полиномы первой и второй степени. 
В этом разделе мы ограничимся полиномом первой степени, чтобы 
сохранить простоту при описании существенных аспектов метода. 
Метод аппроксимации полиномом первой степени называют линей- 
ной регрессией. 

Уравнение линейной регрессии имеет вид 

у — а + Ьх, (4.22) 

в котором следует определить значения а и Ь , удовлетворяющие 
(4.21). Для этого запишем (4.21) в форме 

П 

У ІУі - (а + Ьхі )} 2 тіп. 

і=і 

Чтобы минимизировать это выражение, продифференцируем его 
по а и по Ь и приравняем производные нулю. В результате полу- 
чим систему уравнений 

п п п п п 

Ц Уі = ап -ф- Ь Д] Хі, }] хіуі - а Д] х с + Ь Д] хі, 

1 = 1 1 = 1 ^ = 1 1 = 1 1 = 1 

решив которую, найдем искомые значения а и Ь: 

Ь = Д ХіУі - Д Хі Д г/<] I ( п Д х\ — ^ Д Хі | | , (4.23 ) 


« ! 2 УІ X 4- Е Ч V, х іУ і П 2 ХІ- 2 Хі и 


1=1 1 = 1 1=1 1=1 


1=1 


П \2 


1=1 


= (1 /П) Уі Уі — (Ь/п) У, Хі. 

і=1 і=1 


(4.24) 


Хотя формулы (4.23) и (4.24) достаточно сложны, значения а и Ь 
нетрудно вычислить с помощью ЭВМ или программируемого 
микрокалькулятора. 


Таблица 4.3 


Зависимость пробивного напряжения конденсаторов 
от температуры окружающей среды 


і 

х іг С С 

Уі. в 

1 

хі. °С 

Уі • в 

1 

10 

420 

6 

60 

290 

2 

20 

410 

7 

70 

300 

3 

30 

360 

8 

80 

270 

4 

40 

360 

9 

90 

210 

5 

50 

340 

10 

100 

200 
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Для иллюстрации рассмотрим пример. Пусть производителю 
конденсаторов требуется найти зависимость пробивного напря- 
жения конденсаторов от температуры окружающей среды. Ре- 
зультаты испытаний 10 конденсаторов при различных темпера- 
турах приведены в табл. 4.3. По формулам (4.23) и (4.24) найдем, 
что а, 451,33, а Ъ~ 2,406. Таким образом, уравнение регрес- 
сии имеет вид Н пр = 451,33-2,4067, где Н пр (= Уі ) _ пробивное 
напряжение конденсатора, а Т (=х ; ) — температура окружаю- 
щей среды. Соответствующая диаграмма рассеяния и линейная 
регрессия показаны на рис. 4.5. 

При аппроксимации результатов измерений полиномами более 
высоких степеней применим подобный способ. Понятно, что чем 
выше степень полинома, тем сложнее найти оптимальные 'значения 
его коэффициентов. Однако известны очень эффективные матрич» 
ные формулы, позволяющие применить численные методы решения 
задачи аппроксимации. 



Рис. 4.5. Линейная регрессия для экспериментальных данных, показывающих 
зависимость пробивного напряжения конденсатора от температуры окружающей 

среды. 
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Упражнение 4.6. 1 . Четыре эле- 
ктрические лампы испытывают с 
целью определения зависимости их 
продолжительности службы от нап- 
ряжения питания. Результаты изме- 
рений приведены в таблице. 
Определите коэффициенты уравне- 
ния линейной регрессии и построй- 
те на соответствующей диаграмме 
рассеяния линию регрессии. 
Ответ-. 4185, — 28,6. 

Пусть линия регрессии из упр. 4.6.1 проходит через 


Упражнение 4.6.2 

_ --•* — г '*" по учу. ‘і.и.і приходит чеюе 

все точки на диаграмме рассеяния, соответствующие полученным эксперимен 
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тальным данным о напряжении питания. Определите среднюю продолжитель- 
ность службы лампы, работающей при напряжении 

а) 95 В, б) 125 В, в) 117 В. 

Ответы : 838,8 ч, 610 ч, 1468 ч. 

ЗАДАЧИ 

4.2.1. Пусть с помощью микрокалькулятора получена следующая после- 
довательность случайных чисел: 0,276, 0,123, 0,072, 0,324, 0,815, 0,312, 0,432, 
0,283, 0,717. Определите для нее: 

а) выборочное среднее, 

б) выборочную дисперсию, если получаемые с помощью микрокалькулятора 
случайные числа равномерно распределены в интервале от 0,000 до 0,999, 

в) объем выборки, если среднее квадратическое отклонение выборочного 
среднего не должно превысить 0,01. 

4.2.2. При помощи опроса общественного мнения выясняют популярность 
двух кандидатов в президенты. Ответам в пользу первого и второго кандидатов 
приписывают соответственно значения +1 и — 1. 

а) Определите выборочное среднее, если 60 % опрошенных высказались 
в пользу первого кандидата. 

б) Найдите зависимость выборочного среднего от объема выборки и доли 
опрошенных, высказавшихся в пользу первого кандидата. 

в) Определите, каков должен быть объем выборки, чтобы при определении 
доли опрошенных, высказавшихся в пользу первого кандидата, среднее квадра- 
тическое отклонение не превысило 0,1 % ? 

4.2.3. Математическое ожидание и дисперсия оценок, полученных на эк- 
замене студентами группы из 50 человек, соответственно равны 70 и 12 *. 
Это математическое ожидание нужно оценить по выборке оценок без возвраще- 
ния. Определите: 

а) среднее квадратическое отклонение выборочного среднего для выборки 
из 10 оценок, 

б) объем выборки, если среднее квадратическое отклонение выборочного 
среднего должно равняться одному баллу (из 100 возможных), 

в) объем выборки, если среднее квадратическое отклонение выборочного 
среднего должно равняться 1 % генерального среднего. 

4.2.4. Средние коэффициенты усиления по току биполярных транзисторов 
двух аналогичных типов одинаковы и равны 120, однако средние квадрати- 
ческие отклонения коэффициентов усиления по току транзисторов этих типов 
различны и равны 10 и 5. По 20 транзисторов того и другого типа кладут 
в одну коробку. 

а) Определите дисперсию выборочного среднего для выборки с возвраще- 
нием из 5 транзисторов, взятых из этой коробки. 

б) Определите дисперсию выборочного среднего для выборки без возвра- 
щения из 5 транзисторов, взятых из этой коробки. 

в) Чему должен равняться объем выборки без возвращения, чтобы среднее 
квадратическое отклонение ее выборочного среднего равнялось 2? 

4.2.5. Пусть коэффициенты усиления по току транзисторов из задачи 4.2.4 
можно считать гауссовскими случайными величинами. 

а) Какова вероятность того, что выборочное среднее выборки с возвраще- 
нием объемом 10 транзисторов не будет отличаться от генерального среднего 
более чем на 2 % ? 

б) Выполните п. а, если выборка сформирована без возвращения. 

4.3.1. а) Определите выборочную дисперсию для последовательности слу- 
чайных чисел из задачи 4.2.1, используя несмещенную оценку. 

б) Определите дисперсию оценки генеральной дисперсии. 


* В США применяется 100-балльная система оценок. — Прим, перев. 
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4.3.2. I ауссовскую случайную функцию времени с нулевым математичес- 
ким ожиданием подвергают дискретизации и получают некоторое количество 
независимых отсчетов. Сколько отсчетов нужно сделать, чтобы среднее квад- 
ратическое отклонение несмещенной оценки дисперсии этой функции равня- 
лось 2 % среднего квадратического (стандартного) отклонения функции? 

4.3.3. Оцените дисперсию случайного фазового угла с равномерным рас- 
пределением на интервале 2я. Сколько независимых отсчетов нужно взять, 
чюбы среднее квадратическое отклонение несмещенной оценки дисперсии рав- 
нялось 5 /о среднего квадратического отклонения случайного фазового угла? 

4.4.1. а) Определите знанение функции распределения Стыодента при 
ѵ = 2 и ѵ = 6. 


б) Выполните п. а при ѵ = 12. 

Математическое ожидание и среднее квадратическое отклонение 
коэффициента усиления по току биполярных транзисторов из очень большой 
партии соответственно равны 120 и 10. Коэффициенты усиления можно счи- 
тать независимыми гауссовскими случайными величинами. 

а) Определите границы доверительного интервала с а = 90 % , если объем 
выборки равен 150. 

б) Выполните п. а, если объем выборки равен 21. 

4.4.3. Решите задачу 4.4.2 для одностороннего доверительного интервала 
и найдите значение коэффициента усиления, выше которого будет лежать 90 % 
эмпирических выборочных средних. 

4.5.1. В документации на катушки индуктивности указывается, что их сред- 
нее активное сопротивление равно 100 Ом. Выборочное среднее и выборочное 
среднее квадратическое отклонение сопротивления для выборки из 9 катушек 
оказались соответственно равны 115 и 20 Ом. Можно ли считать, что гене- 
ральное среднее активное сопротивление катушек равно 100 Ом с довери- 
тельным уровнем 


а) 95 % ? б) 90 % ? 

4 . 5 . 2 . Реш ите задачу 4.5.1, если объем выборки равен 50, а выборочное 
среднее 1 15 Ом, а среднее квадратическое отклонение сопротивления равно 10 Ом. 

^^псп ИЗаш ’ что с Р едняя продолжительность службы лампы бегущей 
волны (Л Б В) определенного типа превышает 4 года. В результате наблюде- 
ния за изменением характеристик 20 ЛБВ такого типа, установленных на борту 
спутника связи, выяснилось, что средняя продолжительность службы и ее сред- 
нее квадратическое отклонение для них соответственно равны 3,7 года и 1 год. 

а) С каким уровнем надежности можно считать, что средняя продолжитель- 
ность службы ЛБВ превышает 4 года? 

б) Каков должен быть объем выборки, чтобы с ц -- 90 % утверждение 
о средней продолжительности службы ЛБВ 4 года можно было считать соот- 
ветствующим действительности? 


4.5.4. Указано, что среднее пробивное напряжение конденсаторов опреде- 
ленного типа превышает 100 В. При испытании 9 конденсаторов пробивные 
напряжения оказались равны 97, 104, 95, 98, 106, 92, ПО, 103 и 93 В. 

а) Определите эмпирическое выборочное среднее для указанных напряже- 


б) Определите эмпирическую выборочную дисперсию, использовав несме- 
щенную оценку. 

в) Можно ли с = 95 % считать, что среднее пробивное напряжение кон- 
денсаторов превышает 100 В? 

4-®-1. Рассмотрим случайную величину К, являющуюся функцией другой 
случайной величины X. Значениям 1, 3, 4, 6, 8, 9, 11, 14, принимаемым слу- 
чайной величиной X , соответствуют значения 1,2,4, 4, 5, 7, 8, 9, принимаемые 
случайной величиной У . 

а) Постройте диаграмму рассеяния для указанных значений А' и V . 

б) Запишите уравнение линейной регрессии, наилучшим образом аппрокси- 
мирующее приведенные значения А' и V. 
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4.6.2. При проведении испытаний с целью определения зависимости про- 
бивного напряжения конденсаторов от их емкости получено, что емкостям 0,0001, 
0,001, 0,01, 0,1, 1,0 и 10 мкФ соответствуют пробивные напряжения 310, 290, 
285, 270, 260 и 225 В. 

а) Постройте для этих данных диаграмму рессеяния в полулогарифмиче- 
ском масштабе. 

б) Запишите уравнение линейной регрессии, наилучшим образом аппрок- 
симирующее полученные данные, и постройте прямую регрессии в полулогариф- 
мическом масштабе. 
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Глава 5 


Случайные процессы 


5.1. Введение 

В гл. 2 было отмечено, что случайный процесс представляет 
собой совокупность функций времени и имеет вероятностное опи- 
сание. Соответствующими вероятностными характеристиками мо- 
гут быть безусловные и совместные плотности вероятностей всех 
случайных величин, являющихся точечными функциями процесса 
для фиксированных моментов времени. Ниже будет использо- 
ваться именно такой вид вероятностного описания. 

Полная совокупность функций времени представляет собой 
ансамбль и будет обозначаться {х (0}, где любая компонента л: (I) 
ансамбля есть выборочная функция случайного процесса. Обычно 
наблюдается только одна выборочная функция; остальные пред- 
ставляют собой другие возможные реализации, которые в прин- 
ципе могут иметь место, но отсутствуют в данной ситуации. Произ- 
вольная случайная функция обозначается X (I). Значения ее 
реализаций х ( і ) в некоторый момент времени і г определяют 
случайную величину X (і х ), или просто Х х . 

Обобщение методов анализа случайных величин на случайные 
процессы оказывается достаточно простым в части используемых 
математических процедур; действительно, все основные понятия 
уже были рассмотрены. Однако более сложным этапом, имеющим 
концептуальное значение, является установление связи матема- 
тических представлений случайных величин с физическими свой- 
ствами случайного процесса. Поэтому целью данной главы яв- 
ляется анализ этой связи с помощью ряда иллюстративных при- 
меров. 

В инженерной практике возникает много различных классов 
случайных процессов. Так как методы описания этих процессов 
в значительной степени зависят от природы последних, необходимо 
осуществить классификацию случайных процессов таким спосо- 
бом, чтобы облегчался выбор соответствующего типа их пред- 
ставления. Кроме того, важно ввести терминологию, которая поз- 
волила бы определить класс рассматриваемого процесса четко 
и вместе с тем достаточно полно, чтобы избежать неопределенности 
в ответе на вопрос: какой именно процесс анализируется? 
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Поэтому одним из первых этапов в анализе случайных про- 
цессов является введение терминологии, которая может быть 
использована как рациональный метод описания характеристик 
любого процесса. Удобным способом выполнения этого является 
использование ряда определений, представляющих пары антони- 
мов, и выбор одного из них из каждой пары с целью описания того 
или иного процесса. Такими парами, используемыми ниже, яв- 
ляются: 

1 . непрерывный — дискретный, 

2. детерминированный — недетерминированный, 

3. стационарный — нестационарный, 

4. эргодический — неэргодический. 

Упражнение 5.1.1. а) Предполагается, что некоторый случайный процесс 
может быть описан путем выбора одного определения из каждой пары, приведен- 
ной выше. Какое количество классов случайных процессов можно определить 
таким способом? 

б) Можно также рассмотреть смешанные случайные процессы, образованные 
комбинацией двух или более случайных процессов типа описанного в упр. 
5.1.1 а для формирования одного случайного процесса. Если имеет место ком- 
бинация двух случайных процессов такого типа, то чему равно общее число клас- 
сов случайных процессов, которые могут быть представлены с помощью введенных 
выше определений? 

Ответы'. 16, 256. 

Упражнение 5.1.2. а) Функция времени формируется посредством однократ- 
ного подбрасывания двух монет каждую секунду. Исходу, соответствующему 
появлению решетки, присваивается значение +1 , герба — значение — 1. Функ- 
ция времени в пределах каждого односекундного интервала задается как постоян- 
ная величина, равная сумме условных значений двух исходов. Изобразите гра- 
фически типовую реализацию случайного процесса, определенного таким об- 
разом. Исходите из того, что реализация имеет длительность 8 с и может при- 
нимать все возможные значения. 

б) Сколько возможных реализаций длительностью 8 с имеет данный слу- 
чайный процесс? 

Ответ : 6561 . 


5.2. Непрерывные и дискретные случайные процессы 

Эти термины обычно применяются к возможным значениям 
случайных величин. Непрерывный случайный процесс — это про- 
цесс, для которого случайные величины X (і г ), X (і 2 ) и т. д. могут 
принимать любое значение в пределах заданной области возмож- 
ных значений. Эта область может быть конечной, бесконечной 
и полубесконечной. Примерами непрерывных случайных процес- 
сов являются тепловые шумы в проводниках, дробовые шумы 
в электровакуумных приборах и транзисторах, скорость ветра. 
Типовая реализация такого случайного процесса и соответству- 
ющая плотность вероятностей изображены на рис. 5.1. В данном 
примере область возможных значений процесса является полу- 
бесконечной. 
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Более точное определение непрерывного случайного процесса 
исходит из того, что его функция распределения непрерывна. 
Это означает также, что его плотность вероятностей не содержит 
в себе дельта-функций. 

Дискретный случайный процесс — это процесс, для которого 
случайные величины могут принимать только определенные зна- 




Рис. 5.1. Непрерывный случайный процесс: а — типовая реализация; б — плот- 
ность вероятностей. 


чения (возможно их бесконечное число) и никакие другие. Напри- 
мер, напряжение, которое случайным образом принимает значения 
О или 100 В в зависимости от того, открыт или заперт коммутатор 
(реле), является реализацией дискретного случайного процесса. 
Это иллюстрируется рис. 5.2. Заметим, что плотность вероятностей 
содержит только дельта-функции. 



а б 

Рис. 5.2. Дискретный случайный процесс: а — типовая реализация; б — плот- 
ность вероятностей. 

Могут также существовать смешанные случайные процессы, 
которые имеют как непрерывную, так и дискретную компоненты. 
Например, ток, протекающий через идеальный выпрямитель, 
может иметь нулевое значение в течение 50 % времени, как это 
показано на рис. 5.3. Соответствующая плотность вероятностей 
имеет как участок непрерывного изменения, так и скачок в виде 
дельта-функции. 

Ряд других примеров случайных процессов будет служить 
иллюстрацией понятий непрерывного и дискретного случайных 
процессов. Тепловой шум в электрической цепи — типовой пример 
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непрерывного случайного процесса, так как его амплитуда может 
принимать любые положительные или отрицательные значения. 
Плотность вероятностей теплового шума является непрерывной 
функцией в области ( — оо, оо). Ошибка квантования, связанная 
с аналого-цифровым преобразованием, рассмотренным в разд. 2.7, 
представляет собой другой пример непрерывного случайного 
процесса, так как эта ошибка может принимать любое значение 
в пределах области, определяемой приращением между уровнями 
квантования. Плотность вероятностей ошибки квантования обычно 
полагается равномерной в области возможных ошибок. Этот слу- 




а б 

Рис. 5.3. Смешанный случайный процесс: а — типовая реализация; б — плот- 
ность вероятностей. 

чай представляет незначительный отход от строгого в математи- 
ческом смысле определения, так как плотность вероятностей 
не является непрерывной функцией в граничных точках. Тем 
не менее, поскольку плотность вероятностей не содержит дельта- 
функций, мы будем рассматривать соответствующий случайный 
процесс в рамках нашей классификации как непрерывный. 

С другой стороны, если в качестве случайного процесса рас- 
сматривается возрастающее число телефонных вызовов системы 
телефонной связи, то результирующий процесс окажется дискрет- 
ным, так как количество вызовов может быть только целым числом. 
Плотность вероятностей этого процесса содержит множество 
дельта-функций. Другим примером дискретного случайного про- 
цесса является результат квантования выборочной функции 
непрерывного случайного процесса и формирование при этом 
другого случайного процесса, принимающего только конечное 
число возможных значении. Например, 8-разрядный аналого- 
цифровой преобразователь, на входе которого имеет место сигнал 
с непрерывной плотностью вероятностей, преобразует его в сигнал 
с дискретной плотностью вероятностей, содержащей 256 дельта- 
функций. 

Наконец, рассмотрим некоторые смешанные случайные про- 
цессы, которые имеют и непрерывную, и дискретную компоненты. 
Один из примеров — выпрямленная функция времени, рассмо- 
тренная выше. Другим примером может служить процесс на вы- 
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ходе системы, содержащей ограничитель; при этом если значение 
случайного процесса на выходе меньше предельного значения 
(порога), то имеет место полное повторение входного случайного 
процесса. Однако значения на выходе не могут быть больше 
предельного значения независимо от уровня на входе. Таким 
образом, имеет место преобразование непрерывного случайного 
процесса в смешанный случайный процесс, плотность вероятностей 
которого имеет непрерывную компоненту и две дельта-функции. 

Ко всех упомянутых случаях реализации непрерывны во 
времени, т. е. случайная величина может быть определена для 
любого момента времени. Ситуации, соответствующие существо- 
ванию случайных величин только для определенных моментов 
времени (точечные процессы или временные последовательности), 
в данной главе не рассматриваются. 

Упражнение 5.2.1. Гауссовский шум с нулевым математическим ожиданием 
и дисперсией, равной 0,1 В 2 , аддитивно смешивается со случайным двоичным 
сигналом, принимающим значения ±1 В. 

а) Определите, какого типа суммарный случайный процесс: непрерывный, 
дискретный или смешанный. 

Ответьте на тот же вопрос в случае, когда суммарный случайный процесс 
проходит 

б) через ограничитель с порогами ограничения ±1,1 В. 

в) через идеальный предельный ограничитель с амплитудной характери- 
стикой вида Увых = $йп (II вх ). 

Ответы, смешанный; непрерывный; дискретный. 

Упражнение 5.2.2. Случайная функция времени имеет математическое ожи- 
дание, равное 10, и амплитуду с рэлеевским распределением. Эта функция 
умножается на синусоиду, имеющую максимальное значение, равное 10, и 
случайную фазу, равномерно распределенную в интервале [0, 2я]. 

а) Определите, какой тип случайного процесса представляет собой это про- 
изведение: непрерывный, дискретный или смешанный. 

б) Ответьте на тот же вопрос в случае прохождения произведения этих 
случайных процессов через идеальный однополупер йодный выпрямитель. 

в) Какой тип случайного процесса представляет собой результат прохожде- 
ния синусоидального колебания через идеальный однополупериодный выпря- 
митель с последующим его умножением на функцию времени с рэлеевским рас- 
пределением? 

Ответы, непрерывный; смешанный; смешанный. 


5.3. Детерминированные и недетерминированные 
случайные процессы 

В значительной части проводимого до сих пор анализа полага- 
лось, что каждая реализация является случайной функцией 
времени и ее будущие значения не могут быть точно предсказаны 
на основе зарегистрированных ранее значений. Говорят, что такой 
случайный процесс является недетерминированным. Почти все 
существующие в природе случайные процессы относятся к не- 
детерминированным, так как физический механизм, лежащий 
в основе их возникновения, либо ненаблюдаем, либо очень сложен. 
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Все процессы, представленные в разд. 5.2, относятся к недетерми- 
нированным. 

Однако имеется возможность определить случайные процессы, 
для которых будущие значения какой-либо реализации можно 
точно предсказать, зная прошлые значения. Такие случайные 
процессы называют детерминированными *). В качестве примера 
рассмотрим случайный процесс 

X (() = А соз (со і + Ѳ), (5.1) 

где Л и со постоянные, 0 — случайная величина с определенным 
вероятностным распределением, т. е. для какой-то одной реализа- 
ции величина Ѳ имеет одно и то же значение для всех і, но для 
других членов ансамбля — другие значения. В этом случае имеют 
место случайные изменения только по ансамблю реализаций, 
но не по времени. Как и ранее, можно определить случайные 
величины X (/ х ), X ( і . 2 ) и т. д., а также соответствующие им плот- 
ности вероятностей. 

В качестве второго примера детерминированного процесса 
рассмотрим периодический случайный процесс 

оо 

х (() = 2^1 Ап соз (2пп[ 0 () + В п 5іп (2лп[ 0 {)], (5.2) 

где А п и В п независимые случайные величины, которые яв- 
ляются фиксированными для какой-либо одной реализации, но 
отличаются друг от друга от реализации к реализации. При изве- 
стной временной предыстории реализации можно определить эти 
коэффициенты и точно предсказать будущие значения функ- 
ции X ( і ). 

Не является необходимым требование, чтобы детерминирован- 
ные процессы были периодическими, хотя, вероятно, это наи- 
более типичная ситуация, возникающая в практических при- 
ложениях. Например, детерминированный случайный процесс 
может иметь реализацию вида 

X (І) = А ехр (— р/), 0, (5.3) 

где А и р случайные величины, фиксированные для какой-либо 
одной реализации, но изменяющиеся от реализации к реализации. 

Хотя понятие детерминированного случайного процесса может 
показаться несколько искусственным, часто оказывается удобным 
получить вероятностную модель для сигналов, которые известны, 
за исключением одного или двух параметров. В частности, про- 
цесс, описываемый соотношением (5.1), целесообразно использо- 
вать для представления радиосигнала с известными амплитудой 

*) В отечественной литературе в соответствии с ГОСТ 21878-76 «Случайные 
процессы и динамические системы» такие процессы называют квазидетермини- 
рованными. — Прим. ред. 
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и частотой, но неизвестной фазой. Фаза радиосигнала может быть 
неизвестна, например, вследствие того, что не определено точное 
расстояние (до долей длины волны) между передатчиком и прием- 
ником. 

Упражнение 5.3.1. Реализация х (() случайного процесса X (I), определен- 
ного в соответствии с (5.1), наблюдается в три момента времени, для которых ее 
значения оказались равными: X (0) = 0; X (1) = 10; X (2) = 0. Между мо- 
ментами / = 0 и /= 2 отсутствуют нулевые значения реализации. 

а) Определите значения параметров А, ш и Ѳ. 

б) Определите значения X (2,5). 

Ответы: 1,57; 10; — 7,07; — 1,57. 

Упражнение 5.3.2. Случайный процесс задан в форме 


СО 

Х(0= Е АпКі-Ші), 

П = — со 


где А п — независимые случайные величины, равномерно распределенные в 
интервале [0, 10); 


1 . 0 </<^/ 2 , 

0 для других I. 


а) Детерминированным или недетерминированным является данный про- 
цесс? Почему? 

б) Непрерывным, дискретным или смешанным является данный процесс? 
Почему? 

Ответы: недетерминированным; смешанным. 


5.4. Стационарные и нестационарные случайные процессы 

Выше отмечалось, что можно определить плотность вероятно- 
стей случайных величин вида X ( I х ), но до сих пор ничего не было 
сказано о зависимости этой плотности вероятностей от времени і х . 
Если все безусловные одномерные и совместные плотности вероят- 
ностей случайного процесса не зависят от выбора начала отсчета 
времени, то такой процесс называется стационарным. В этом 
случае математическое ожидание и моменты, рассмотренные выше, 
являются постоянными, не зависящими от абсолютного значения 
времени. 

Если какая-либо из плотностей вероятностей изменяется при 
сдвиге начала отсчета времени, то случайный процесс является 
нестационарным. В этом случае хотя бы одна из статистических 
характеристик (математическое ожидание, моменты) будет 
зависеть от времени. Так как анализ систем при действии на их 
входе нестационарных случайных сигналов оказывается гораздо 
более трудоемким, чем в случае стационарных сигналов, в после- 
дующем изложении ограничимся анализом стационарных случай- 
ных процессов, если только не будет оговорено противное. 

В строгом смысле физически не существует стационарных 
случайных процессов, так как любой процесс должен начаться 
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в определенный момент времени в прошлом и, вероятно, завер- 
шиться в некоторый момент в будущем. Однако есть много физи- 
ческих ситуаций, когда статистические характеристики процесса 
существенно не изменяются на интервале времени наблюдения. 
В этих случаях предположение о стационарности приводит к удоб- 
ной математической модели, которая является достаточно точной 
аппроксимацией реальной ситуации. 

Обоснование справедливости или неправомерности допуще- 
ния о стационарности для любой заданной ситуации может ока- 
заться непростой задачей. Для недетерминированных случайных 
процессов оно зависит от механизма, их порождающего, и времени 
наблюдения процесса. Чисто интуитивно напрашивается мысль 
допустить, что процесс стационарный, если нет очевидных изме- 
нений в параметрах источника процесса или если здравый смысл 
не диктует противоположное. Например, тепловой шум, порожда- 
емый случайными движениями электронов в резисторе, в нор- 
мальных условиях справедливо может считаться стационарным. 
Однако если этот резистор подвергать нагреванию путем преры- 
вистого пропускания через него электрического тока, то допу- 
щение о стационарности несправедливо. В качестве другого при- 
мера представляется приемлемым допущение о том, что ветер 
(и его случайная скорость) в течение одного часа порождается 
стационарным источником, тогда как здравый смысл подсказы- 
вает, что для интервала времени, равного одной неделе, это пред- 
положение некорректно. 

Детерминированные случайные процессы стационарны 
только при выполнении определенных, весьма специфических 
условий. Обычно возникает желание предположить, что эти усло- 
вия существуют, однако необходимо осознавать, что это вынужден- 
ный выбор и не обязательно естественный. Например, для слу- 
чайного процесса, определенного соотношением (5.1), легко по- 
казать (путем вычисления математического ожидания), что про- 
цесс может быть (и в действительности является) стационарным, 
если величина Ѳ равномерно распределена на интервале [0, 2л], 
и наверняка не является таковым, если Ѳ равномерно распре- 
делена на интервале [0, я]. Можно показать, что случайный 
процесс, определенный соотношением (5.2), стационарен, если 
А п и В п — независимые гауссовские случайные величины с нуле- 
выми математическими ожиданиями и для идентичных индексов 
п — с одинаковыми дисперсиями. Однако в большинстве других 
ситуаций этот процесс будет нестационарным. Случайный про- 
цесс, определяемый соотношением (5.3), всегда нестационарен. 

Требование, чтобы все безусловные и совместные плотности 
вероятностей были независимы от выбора начала отсчета времени, 
часто является более строгим, чем это требуется для анализа 
систем. Процессы, удовлетворяющие этому требованию, назы- 
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ваются стационарными в узком смысле. Менее жесткое требование, 
которое часто оказывается достаточным, заключается в том, чтобы 
математическое ожидание любой случайной величины X (/ х ) не 
зависело от в ыбора /, , а корреляционная функция двух случай- 
ных величин X (У X (4) зависела только от разности (Д — і г ). 
Процессы, удовлетворяющие этим двум условиям, называются 
стационарными в широком смысле. Стационарность в широком 
смысле является достаточной гарантией того, чтобы математи- 
ческое ожидание, среднеквадратическое значение, дисперсия и 
коэффициент корреляции любой пары случайных величин были 
постоянными, не зависящими от выбора начала отсчета времени. 

При последующем рассмотрении реакции систем на случайные 
входные воздействия будет показано, что анализ этих процессов 
существенно упрощается, если справедливо допущение о ста- 
ционарности воздействий в узком или широком смысле. Так как 
результаты идентичны для любого типа стационарности, не пред- 
ставляется необходимым делать различие между ними в дальней- 
шем изложении. 

Упражнение 5.4.1. а) Для случайного процесса, определенного в упр. 5.3.2, 
найти математическое ожидание случайной величины X (Д/4). 

б) Определите математическое ожидание случайной величины X (ЗД/4). 

в) Является ли процесс стационарным? Почему? 

Ответы : нет; 5; 0. 

Упражнение 5.4.2. Случайный процесс имеет вид 
X (/) == А со5 (оЦ + Ѳ), 

где Л и со — постоянные, Ѳ — случайная величина. 

а) Докажите, что этот процесс стационарен в широком смысле, если Ѳ рав- 
номерно распределено в интервале [0, 2л]. 

б) Докажите, что этот процесс не может быть стационарным, если Ѳ не яв- 
ляется равномерно распределенной на этом интервале. 


5.5. Эргодические и неэргодические случайные процессы 

Некоторые стационарные случайные процессы обладают свой- 
ством, заключающимся в том, что почти каждый член *) ансамбля 
«ведет» себя в статистическом смысле так же, как и весь ансамбль. 
Таким образом, можно проанализировать статистическую дина- 
мику путем исследования только одной типовой реализации. 
Такие случайные процессы называются эргодическими. 

Для эргодических случайных процессов математические ожи- 
дания и моменты могут быть определены как усреднением по 


*) Слова «почти каждый член» означают, что ряд реализаций, полная ве- 
роятность появления которых равна нулю, может не проявлять поведения, харак- 
терного для остальной части ансамбля. Но равенство нулю вероятности появ- 
ления реализации не означает, что такая реализация невозможна, 
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времени, так и усреднением по ансамблю реализаций. В частности, 
п - й момент определяется как 

со Т 

Х"= \ х п [(х)сіх = ит(1/2Т) \х п (і)йі. (5.4) 

— оо Т ~*' со т 


Однако необходимо подчеркнуть, что условие эргодичности вы- 
полняется только для стационарного процесса. Таким образом, 
эргодические случайные процессы являются также стационар- 
ными. 

Случайный процесс, не удовлетворяющий свойству (5.4), яв- 
ляется неэргодическим. Все нестационарные случайные процессы 
неэргодичны, однако неэргодическими могут быть и стационарные 
случайные процессы. Например, рассмотрим случайный процесс 
вида 

X (і) = У со5 (соі + Ѳ), (5.5) 

где^о) — постоянная, V — случайная величина (относительно 
ансамбля), Ѳ — случайная величина, равномерно распределенная 
в интервале [0, 2л], причем Ѳ и 7 статистически независимы. 
Можно показать, что этот случайный процесс стационарен, но 
не эргодичен, так как V — некоторая постоянная для определен- 
ной реализации, но имеет другие значения для остальных реали- 
заций. 

В общем случае трудно, если только вообще возможно, дока- 
зать, что эргодичность — обоснованное допущение для какого- 
либо физического процесса, так как может наблюдаться только 
одна реализация этого процесса. Тем не менее обычно имеет смысл 
предположить эргодичность процесса, если только отсутствуют 
веские доводы физического характера, препятствующие этому. 

Упражнение 5.5.1. Случайный процесс имеет вид X (?) = А, где А — 
гауссовская случайная величина с нулевым математическим ожиданием и дис- 
персией, равной 4. 

а) Является ли данный процесс стационарным в широком смысле? 

б) Является ли данный процесс эргодическим? Почему? 

Ответы: нет; да. 

Упражнение 5.5.2. Случайный процесс имеет вид 
Х(1)= ^ АЦі-пТ-І о), 


где А и Т постоянные, ? 0 случайная величина, равномерно распределен- 
ная в интервале [О, Т\\ функция / (?) определяется как 


Ні) = 


1, 0<?<Г/2, 
О для других I. 


а) Определите X и X 2 . 
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б) Определите (х) и (х 2 ), где угловые скобки означают операцию времен- 
ного усреднения. 

в) Может ли данный процесс быть стационарным? 

г) Может ли данный процесс быть эргодическим? 

Ответы: А/2, А 2 І2, да, да. 

5.6. Измерение параметров случайных процессов 

Статистическими параметрами случайного процесса X ( і ) 
является ряд статистических параметров (таких, как математи- 
ческое ожидание, средний квадрат, дисперсия), связанных со 
случайными величинами X ((), рассматриваемыми в различные 
моменты времени і. Для стационарного случайного процесса эти 
параметры одинаковы для всех таких случайных величин и, сле- 
довательно, целесообразно рассматривать только одну группу 
параметров. 

Значительный практический интерес представляет задача 
оценки параметров случайного процесса по результатам наблюде- 
ния одной реализации (так как все, что имеется в наличии — это 
одна реализация конечной длительности). Так как имеется только 
одна реализация, невозможно осуществить усреднение по ан- 
самблю с целью получения оценок параметров, поэтому един- 
ственной альтернативой является осуществление усреднения по 
времени. Для эргодического случайного процесса это обоснован- 
ный подход, так как временное усреднение (на интервале бесконеч- 
ной длительности) эквивалентно усреднению но ансамблю, как 
это видно из (5.4). Разумеется, в большинстве практических 
ситуаций мы не можем доказать, что случайный процесс является 
эргодическим; обычно необходимо предположить, что он эргоди- 
чен, если только нет явных физических причин, исключающих 
справедливость такого допущения. Кроме того, не представляется 
возможным реализовать временное усреднение в пределах интер- 
вала бесконечной длительности, а усреднение на интервале конеч- 
ной длительности приведет к приближенным результатам. Цель 
нижеследующего анализа — получение ответов на два вопроса: 
насколько точным является это приближение и от каких аспектов 
процедуры измерения зависит качество приближения? 

Сначала рассмотрим задачу оценки математического ожида- 
ния X эргодического случайного процесса {х (0} путем усредне- 
ния по времени на конечном интервале. Тогда для произвольного 
члена ансамбля реализаций будем полагать 

т 

^=(! /Т)\Х(1)(І/. (5.6) 

о 

Необходимо отметить, что, хотя X — некоторое число в каком-то 
эксперименте, эта величина также является случайной, так как 
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мы получили бы другое число, если бы использовался другой 
временной интервал или наблюдалась другая реализация. Таким 

образом, X не будет тождественно равно истинному математиче- 
скому ожиданию, но, чтобы измерения были практически полез- 
ными, величина X должна быть близкой к X. Вопрос о том, на- 
сколько они близки, рассмотрен ниже. 

Так как X — случайная величина, она имеет математическое 

ожидание и дисперсию. Чтобы X было хорошей (точной) оценкой 

X, математическое ожидание величины X должно быть равно X, 
а ее дисперсия должна быть малой. В соответствии с (5.6) матема- 


тическое ожидание величины X равно 


Е[Х] 


(ЦТ) | Х(1)<іі 


(1/Г) \е[ХЩ(ІІ = 


- (1 ІТ)\ХСІІ 

О 


(1/Т) 



(5.7) 


В данном случае допустима перестановка операций усреднения 
и интегрирования, что является общепринятой процедурой. Усло- 
вия, при которых справедлива эта процедура, более подробно 

будут рассмотрены в гл. 8. Из (5.7) следует, что X имеет матема- 
тическое ожидание, равное истинному (т. е. имеем несмещенную 

оценку. — Ред.). Оценка дисперсии случайной величины У ока- 
зывается значительно более трудоемкой и требует знания авто- 
корреляционных функций, что является предметом рассмотрения 
следующей главы. Однако дисперсия таких оценок анализируется 
для случая с дискретным временем. Здесь же достаточно заметить, 
что дисперсия пропорциональна параметру (1/Г). Таким образом, 
более точная оценка математического ожидания получается усред- 
нением реализации на временном интервале большой длитель- 
ности. При Г — оо дисперсия стремится к нулю, а оценка стано- 
вится равной истинному математическому ожиданию с вероят- 
ностью единица, как и должно быть для эргодического случай- 
ного процесса. 

С практической точки зрения операция интегрирования в вы- 
ражении (5.6) в редких случаях может быть выполнена аналити- 
чески, поскольку X (і) не может быть выражено в явном виде. 
Альтернативой является численное интегрирование выборок слу- 
чайного процесса X (/), наблюдаемых через равноотстоящие про- 
межутки времени. Таким образом, если Х х = X (Д/), Х 2 = 
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— X (2 Л/), Х дѴ = X (X А/), то оценка случайной величины X 
может быть представлена как 


N 


х = (і/Х) 2 х,. 

і=1 


(5.8) 


Это выражение — дискретный аналог соотношения (5.6). 

Оценка X по-прежнему является случайной величиной и имеет 
математическое ожидание 


Е[Х] 


( 1 /ло 2 х,- 


і=1 


(1/Х) 2 Е[Хі] 


і = 1 


N 

(і/Х)2 х 


х. 


1=1 


(5.9) 


Следовательно, оценка и в этом случае имеет математическое 
ожидание, равное его истинному значению. 

Для оценки дисперсии случайной величины X полагают, что 
наблюдаемые выборки следуют во времени на достаточно длитель- 
ных интервалах и поэтому статистически независимы. На данном 
этапе это допущение принимается для удобства; более общий 
вывод может быть сделан после анализа материала, приведенного 

в гл. 6. Средний квадрат X может быть представлен в виде 


Е [(X) 2 


(1/х 2 ) 2 ѵ х . х . 
1=1 /= 1 


N N 

Д1/Х 2 ) 2 2 ЕІХіХі], (5.10) 
1=1 /=1 


где двойное суммирование обусловлено произведением двух сумм. 
Так как выборки полагались статистически независимыми, имеем 


Е [Х,Х ; ] 


X 2 , і = /, 

(X) 2 , ІФІ. 


Таким образом, получим 

Е 1(Х) 2 ] - (1/Х 2 ) [XX 2- + (X 2 - X) (X) 2 ]. (5.1 1) 

Этот результат является следствием того, что двойная сумма 
в (5.10) содержит в совокупности X 2 членов, но только X из них 
соответствуют случаю і = /'. Уравнение (5.11) может быть запи- 
сано в виде 

Е [(X) 2 ] = (1/Х) X 2 -)- [ 1 - (1/Х)] (X) 2 = (1/Х)0 2 Ѵ + (X) 2 . 

(5.12) 
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Тогда дисперсия величины X может быть представлена как 

о (% = Е [(X) 2 ] - \Е &]} 2 = (1/Х)а| + С X ) 2 - (X) 2 = (1/Х)а 2 ѵ . 

(5.13) 

Этот результат свидетельствует о том, что дисперсия оценки 
математического ожидания в N раз меньше дисперсии случайного 
процесса. Таким образом, точность оценки может быть повышена 
усреднением большего числа выборок. 

В качестве иллюстрации полученного результата предположим, 
что необходимо оценить дисперсию гауссовского случайного 
процесса с нулевым математическим ожиданием путем пропуска- 
ния его через устройство с квадратичной характеристикой и оце- 
нивания математического ожидания выходного процесса. Пред- 
положим, что необходимо также определить требуемое число 
усредняемых выборок, обеспечивающее среднее квадратическое 
отклонение оценки от истинного математического ожидания ме- 
нее 10 % . 

Пусть У (і) — наблюдаемый случайный гауссовский процесс 
с нулевым математическим ожиданием и дисперсией а у. Резуль- 
тат возведения этого процесса в квадрат обозначим через X ( I ). 
Таким образом, имеем X (і) = У 2 ( і ). Из (2.27) следует 

Х = Е[У 2 ] - о'у, X 2 = Е [К 4 ] = Зоу. 
Следовательно, 

о 2 х - X 2 - (X) 2 = За*у оу = 2а*у. 

Отсюда ясно, что оценка X является также оценкой параметра ау. 
Кроме того, дисперсия оценки случайной величины X должна 
быть равной 0,01 (X) 2 = 0,01 Оу с тем, чтобы удовлетворить тре- 
бованию получения ошибки оценки менее 10 %. Из (5.13) полу- 
чаем 


П(Х) - (1/Х) ох = (1/Х) 2 оу 0,01а 4 к . 

Таким образом, для достижения необходимой точности требуется 
иметь X = 200 статистически независимых выборок. 

Приведенный анализ не только иллюстрирует задачи, возника- 
ющие при оценке математического ожидания случайного процесса, 
но также показывает, как может быть оценена дисперсия процесса, 
имеющего нулевое математическое ожидание. Эти же процедуры 
могут быть, очевидно, обобщены на оценку дисперсии случайного 
процесса с ненулевым математическим ожиданием. 

Когда математическое ожидание случайного процесса, диспер- 
сия которого должна быть оценена, не известно, процедура оценки 
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дисперсии становится несколько более трудоемкой. На первый 
взгляд логично определить среднее значение величин Х\ и затем 
вычесть квадрат оцененного (в соответствии с (5.8)) математиче- 
ского ожидания. Однако получающаяся при этом оценка дис- 
персии является смещенной, т. е. математическое ожидание оценки 
дисперсии не равно истинной дисперсии. Этот результат обуслов- 
лен тем, что истинное математическое ожидание не известно. 
Однако имеется возможность исправить этот недостаток, опре- 
деляя оценку дисперсии в виде 

<? ѵ = (1/(Л7 — 1)) 2 ЛІ + (УѴ/(7Ѵ — 1))(Х) 2 . (5.14) 

і=і 

В качестве упражнения читателю предоставляется возможность 
доказать, что математическое ожидание этой оценки равно истин- 
ной дисперсии. Сравните этот результат с аналогичным резуль- 
татом, иллюстрируемым соотношением (4.8). 

Упражнение 5.6.1. Десять независимых измерений напряжения, представ- 
ляющих собой выборки гауссовского случайного процесса, имеют следующие 
значения: 207, 202, 184, 204, 206, 198, 197, 213, 191, 201. 

а) Оцените математическое ожидание этого процесса. 

б) Определите дисперсию этой оценки математического ожидания. 

в) Оцените дисперсию этого процесса. 

Ответ: 4,9, 69,34, 200,3. 

Упражнение 5.6.2. Покажите, что оценка дисперсии, определенная в соот- 
ветствии с (5.14), является несмещенной, т.е. Е [а^] = о~ х . 


ЗАДАЧИ 

5.1.1. Реализация случайного процесса получается в результате пятикрат- 
ного бросания игральной кости. На интервале [ і — 1, і] значение реализации 
равно исходу і'-го бросания игральной кости. 

а) Изобразить получившуюся реализацию, если исходами пяти бросаний 
являются: 5, 2, 6, 4, 1. 

б) Сколько различных реализаций содержит ансамбль данного случай- 
ного процесса? 

в) Какова вероятность того, что будет наблюдаться реализация, определен- 
ная в п. а? 

г) Какова вероятность того, что наблюдаемая реализация будет состоять 
только из цифры 3? 

5.1.2. Датчик случайных чисел электронной вычислительной машины 
формирует трехзначные числа, равномерно распределенные в интервале [0,000; 
0,999], с производительностью, равной одному случайному числу в секунду, 
начиная с момента I = 0. Реализация случайного процесса формируется путем 
суммирования десяти последних случайных чисел и присвоения этой сумме зна- 
чения реализации на односекундном интервале. Реализации обозначаются как 
X (() для (^0. Определить математическое ожидание случайной величины: 
а) X (4,5); б) X (9,5); в) X (20,5). 

5.2.1. Определить, к какому типу (непрерывный, дискретный, смешанный) 
относятся приведенные ниже случайные процессы. 

а) Случайный процесс, для которого случайной величиной является число 
проезжающих автомобилей в минуту при определенной плотности движения. 
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б) Напряжение теплового шума, генерируемого резистором. 

в) Случайный процесс, определенный в задаче 5.1.2. 

г) Случайный процесс, формируемый в результате прохождения гауссов- 
ского случайного процесса через идеальный однополупериодный выпрямитель. 

д) Случайный процесс, формируемый в результате прохождения гауссов- 
ского случайного процесса через идеальный двухполупериодный выпрямитель. 

е) Случайный процесс вида 


X (I) — А со5 (В1 + Ѳ), 


где А — постоянная, В — случайная величина, экспоненциально распределен- 
ная в интервале [0, оо]; Ѳ — случайная величина, равномерно распределенная 
в интервале [0, 2я1. 

5.2.2. Гауссовский случайный процесс, имеющий математическое ожида- 
ние, равное 2, и дисперсию, равную 4, проходит через идеальный однополу- 
периодный выпрямитель. 

а) Пусть Х р (() — случайный процесс на выходе однополу пер йодного вы- 
прямителя, если на его выход проходят положительные значения входного про- 
цесса. Определить плотность вероятностей процесса Х р (I). 

б) Пусть Х п (() — случайный процесс на выходе однополу пер йодного вы- 
прямителя, если на его выход проходят отрицательные значения входного про- 
цесса. Определить плотность вероятностей процесса Х п (I). 

в) Определить плотность вероятностей процесса Х р (() Х п ((). 

5. 3.1. 'Детерминированным или недетерминированным является каждый 
из случайных процессов, определенных в задаче 5.2.1? 

5.3.2. Детерминированный случайный процесс описывается выражением 



где А — гауссовская случайная величина с нулевым математическим ожида- 
нием и дисперсией, равной 9; В — случайная величина, равномерно распреде- 
ленная в интервале [0, 6]. Величины Л и В статистически независимы. 

а) Определить математическое ожидание этого процесса. 

б) Определить дисперсию этого процесса. 

в) При условии, что реализация случайного процесса X (() принимает зна- 
чение, равное 10, при / = 2 и значение, равное 20, при I — 4, определить 
значение реализации при I = 8. 

5.4.1. Можно ли каждый из случайных процессов, определенных в задаче 

5.2.1, с достаточным основанием считать стационарным или нестационарным? 
Если вы считаете какой-либо из этих процессов нестационарным, дайте обосно- 
вание. 

5.4.2. а) Стационарным или нестационарным является процесс, определен- 
ный в задаче 5.3.2? Почему? 

б) Случайный процесс определен выражением 


X (/) = Л + В С05 (0)/+ 0), 


где Л — случайная величина, равномерно распределенная в интервале [ — 5, 5]: 
В — гауссовская случайная величина с нулевым математическим ожиданием 
и дисперсией, равной 25; со — постоянная, Ѳ — случайная величина, равномерно 
распределенная в интервале [ — я/2, Зя/2]. Величины А, В и 0 статистически 
независимы. Вычислить математическое ожидание и дисперсию этого процесса. 
Является ли этот процесс стационарным в широком смысле? 

5.5.1. Эргодическим или неэргодическим является каждый из случайных 
процессов, определенных в задаче 5.2.1? Если вы считаете, что данный про- 
цесс неэргодичен, поясните это. 
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5.5.2. Указать, эргодическим или неэргодическим является каждый из 
процессов, определенных в задаче 5.4.2, и дать обоснование. 

5.6.1. Выборки х (/) реализации х (і) стационарного случайного процесса 
X (() наблюдаются в моменты времени, разделенные интервалами длительностью 
0,01 с. Значения выборок приведены в таблице. 


і 

X ([') 

і 

х (»') 

І 

х (0 

0 

0,19 

7 

— 1,24 

14 

1,45 

1 

0,29 

8 

-1,88 

15 

—0,82 

2 

1,44 

9 

—0,31 

16 

—0,25 

3 

0,83 

10 

1,18 

17 

0,23 

4 

—0,01 

11 

1,70 

18 

—0,91 

5 

— 1,23 

12 

0,57 

19 

—0,19 

6 

— 1,47 

13 

0,95 

20 

0,24 


а) Оценить математическое ожидание этого процесса. 

б) При условии, что истинная дисперсия равна 1,0, определить дисперсию 
вашей оценки математического ожидания. 

5.6.2. Оценить дисперсию случайного процесса, определенного в задаче 


ЛИТЕРАТУРА 

См. литературу к гл. 1, особенно [3, 6, 8]. 


Глава 6 

Корреляционные функции 


6.1. Введение 

Понятие корреляции между значениями двух случайных вели- 
чин было определено в разд. 3.4. Теперь, поскольку уже было 
введено определение случайного процесса, можно сопоставить эти 
два понятия для статистического, а не просто вероятностного 
описания случайных процессов. Хотя описание в рамках теории 
вероятностей оказывается наиболее полным, так как учитывает 
все сведения о случайном процессе, существует множество техни- 
ческих проблем, где подобная полнота недостижима и, кроме того, 
в ней нет необходимости. Например, если наиболее важной харак- 
теристикой данного случайного процесса является его средняя 
мощность или распределение этой мощности по частотному спек- 
тру, то в создании исчерпывающей вероятностной модели такого 
процесса нет необходимости. Если же распределение вероятностей 
случайных величин заранее неизвестно, использовать вероятно- 
стную модель вообще не представляется возможным. В любом из 
этих двух случаев частичное статистическое описание, основанное 
на конкретных средних значениях, может оказаться достаточно 
приемлемой заменой вероятностного подхода. 

В разд. 3.4 отмечалось, что корреляция между двумя случай- 
ными величинами определяется математическим ожиданием их 
произведения. Если в качестве двух случайных величин выступают 
выборки случайного процесса в два различных момента времени, 
то такое математическое ожидание зависит от того, насколько 
быстро эти функции изменяются во времени. Можно полагать, 
что случайные величины будут сильно коррелированы, когда 
моменты времени очень близки друг к другу, поскольку случайная 
величина, зависящая от времени, за короткое время не может 
существенно измениться. В то же время корреляция между двумя 
выборками, взятыми в далеко отстоящие друг от друга моменты 
времени, скорее всего весьма мала, так как за такое время слу- 
чайные величины могут претерпеть практически любые изменения. 
Поскольку корреляция безусловно зависит от того, насколько 
быстро меняется во времени случайная величина, можно пред- 
положить, что она определяется также и тем, каким образом 
энергия случайного процесса распределяется по частотному спек- 
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тру. Данное положение подтверждается тем фактом, что у про- 
цесса, быстро изменяющегося во времени, высокочастотные со- 
ставляющие должны обладать достаточной энергией, чтобы обес- 
печивать его изменения. С этой точки зрения случайные процессы 
более детально обсуждаются в следующих главах. 

Введенное выше определение корреляции давало представле- 
ние о корреляции как о некотором числе, так как случайные вели- 
чины не зависели в обязательном порядке от времени. Однако 
в примере, который мы рассмотрим ниже, каждая пара случайных 
величин может быть охарактеризована разделяющим их времен- 
ным интервалом, при этом корреляция становится функцией этого 
интервала. Поэтому для данного случая подходит использование 
так называемой корреляционной функции, у которой аргументом 
является временной интервал между двумя случайными величи- 
нами. Если эти случайные величины являются выборочными 
значениями одного и того же случайного процесса, то указанная 
функция называется автокорреляционной (или просто корреляцион- 
ной) функцией данного процесса, если же они принадлежат 
различным случайным процессам — взаимной корреляционной 
функцией. Сначала рассмотрим автокорреляционные функции. 

Пусть X (I) — некоторый случайный процесс, а случайные 
величины определяются как 

Х г = Х ((г), Х 2 = Х(( 2 ), 

тогда по определению автокорреляционная функция есть 

оо со 

Ях(Іі. к) “ ^ [-^1 2 1 :г: | СІХі ^ ХіХ 2 [ (Хі, х 2 ) йх 2 . (6. 1 )* 

— со — со 

Это определение справедливо как для стационарных, так и для 
нестационарных процессов. Однако нас интересуют в основном 
стационарные процессы, для которых допустимо упрощение вы- 
ражения (6.1). Из сказанного в предыдущей главе следует, что 
для стационарного в широком смысле случайного процесса любое 
усреднение по ансамблю не зависит от начала отсчета времени. 
Соответственно, для такого стационарного процесса 

Ях (к, к) = Я х (к + Т,і 2 + Т) = Е [X (к + Т) X (к + Т) }. 

Поскольку это выражение инвариантно по отношению к выбору 
начала отсчета времени, можно положить Т = — к и получить 

Ях (к, к) = Я х (0, к - к) - Е [X (0) X (к - к) ]• 
Очевидно, что это выражение зависит только от промежутка 

*) Довольно часто функцию (6. 1) называют не корреляционной, а ковариа- 
ционной и обозначают ее через Кх (і\, /•>) — Прим. ред. 


Корреляционные функции 


181 


времени і г — і х . Вводя обозначение т = 1 2 — к и опуская нуль 
в аргументе Их (О, і 2 — /і), можно (6.1) переписать как 

Их (т) = Е [X (к) X (і г + т)1. (6.2) 

Это выражение для автокорреляционной функции стационарного 
случайного процесса. Оно зависит только от т и не зависит от 
значения к- Вследствие отсутствия зависимости от конкретного 
момента / ь в который произведено усреднение по ансамблю, 
индекс в выражении (6.2) обычно опускают; таким образом, эту 
зависимость можно представить в виде Их (т) = Е [ X (і) X (. I + 
+ т)]. В тех случаях, когда корреляционные функции описывают 
нестационарные процессы, они оказываются зависящими как от 
момента времени і, в который было осуществлено усреднение 
по ансамблю, так и от временного интервала т между реализа- 
циями и должны записываться как И х (к, к), или Их (к> т )- 
В этой и последующих главах, если не указано особо, всюду под- 
разумевается, что все корреляционные функции относятся к ста- 
ционарным в широком смысле случайным процессам. 

Можно также определить временную автокорреляционную 
функцию для отдельной реализации х (/) как *) 

т 

Я*(т) = 1іт(1/27’) ] х (і) х (і х) (И = (х(і)х(і + ■*)). (6.3) 

Т — ► ОЭ у 

Для особого случая — эргодического процесса, {х ( і ) х (і + т)) 
является неизменной функцией для любой реализации х ( і ) и рав- 
ной Их (т), т. е. для эргодического процесса 

&х(ѵ = #*(т). (6.4) 

Предположение об эргодичности, если оно не оказывается очевидно 
неправомерным, часто упрощает расчет корреляционных функций. 

Из (6.2) непосредственно следует, что при т = 0 в силу И х (0) = 
- Е [X (к) X (к)] автокорреляционная функция равна сред- 
нему квадрату случайного процесса. При т ф 0 автокорреля- 
ционная функция Их (г) может интерпретироваться как мера 
подобия случайных процессов X ( і ) и X (і + т). Для иллюстрации 
данного утверждения положим, что X (і) — выборочная функция 
центрированного стационарного случайного процесса, и обра- 
зуем новую функцию 

V (і) = X ( I ) рХ (I -|~ т). 

Определим такую величину р, которая минимизирует средний 
квадрат процесса У ( і ). При этом мы получим меру подобия слу- 
чайных процессов X (I + т) и X (І). Вычисление такого р произ- 
водится путем расчета дисперсии случайного процесса У (і), 


') Символ (...) используется для обозначения усреднения по времени. 
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приравнивания производной дисперсии по р нулю и решения 
полученного уравнения относительно р: 

5{[Г(0] 2 1 = ^1[Х(0-рХ(/ + т)] 2 } = 

= Е I* 2 (0 - 2р* (О х (* + т) + р 2 * 2 (* + X)}, 

(6.5) 

Оу =о‘х — 2рЯх (г) + рѴ ѵ , 
сіау/йр = — 2Ях (т) + 2ро 2 х = О, 

Р = Кх (т)/а|. 

Из (6.5) следует, что р прямо пропорционально Я х (т) и является 
коэффициентом корреляции, определенным в разд. 3.4. Коэффи- 
циент р можно интерпретировать как показатель того, насколько 
мощность случайного процесса X ({) изменилась по истечении 
времени т. При этом необходимо помнить, что величина р здесь 
была рассчитана на основе статистического метода, а также что 
этот коэффициент является показателем того, насколько сохра- 
няется форма случайного процесса X ( I ) в среднем по ансамблю 
и не относится к отдельно взятой выборке (реализации) х (/), 
что очень важно. Как было показано выше, коэффициент корре- 
ляции может принимать значения от +1 до — 1. Равенство р = 1 
указывает, что формы выборочных функций х (/) случайного 
процесса X (і) идентичны, т. е. полностью коррелированьи При 
р = 0 выборочные функции некоррелированы, т. е. не существует 
какого-либо фрагмента выборки случайного процесса X {{ + т), 
который являлся бы частью выборки процесса X (і). Значение 
Р = — 1 свидетельствует об идентичности форм выборок и про- 
тивоположности их знаков, а именно: форма выборки процесса 
X + т) является зеркальным отражением формы выборочной 
функции процесса X ((). 

Для эргодического случайного процесса или детерминирован- 
ных сигналов приведенные выше рассуждения применимы не 
только к средней мощности вместо дисперсии, но и к временной 
корреляционной функции вместо функции корреляции по ан- 
самблю. 

Поскольку Я х (т) зависит от коэффициента корреляции р 
и дисперсии а\ случайного процесса X (?), конкретный вид функ- 
ции Ях ( т ) невозможно определить без знания одной из этих 
величин. Например, если случайный процесс имеет нулевое мате- 
матическое ожидание и положительную автокорреляционную 
функцию, то о случайных величинах X и X (( х + т) можно 
сказать лишь то, что у них, вероятно, одинаковые знаки 2 ). Если 
автокорреляционная функция отрицательна, то указанные выше 


) Это справедливо только если / ( Ху ) симметрична относительно оси х 1 — 0. 
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случайные величины скорее всего имеют противоположные знаки. 
Если же она близка к нулю, эти случайные величины могут иметь 
как противоположные, так и одинаковые знаки. 

Упражнение 6.1.1. Случайный процесс X (I) имеет вид 


'А при 0 ^ I ^ 1 , 
О для других і. 


причем А является случайной величиной, равномерно распределенной между 
значениями — 12 и 12. Пользуясь основным определением автокорреляционной 
функции (6.1), найдите автокорреляционную функцию этого процесса. 

Ответ : 


р п ^_/ 48 при °<* і > 

(О для других I. 

Упражнение 6.1.2. Пусть случайный процесс 7(1 ) имеет вид 2 (і) = 
= X (і) + X (( + т), где X (і) — стационарный случайный процесс, автокор- 
реляционная функция которого равна Кх (т) = ехр ( — т 2 ). Напишите выражение 
для автокорреляционной функции случайного процесса 2 (/). 

Ответ : 

Кі (т) = 2 ехр (— ■ т 2 ) + ехр [— (т — т,) 2 ] + ехр [— (т + и) 2 ]. 


6.2. Пример: автокорреляционная функция бинарного 
случайного процесса 

Приведенные выше рассуждения можно пояснить, рассмотрев 
в качестве примера некоторый случайный процесс, автокорреля- 
ционная функция которого имеет очень простой вид. На рис. 6.1 
представлена типичная реализация дискретного стационарного 
центрированного случайного процесса X (; ( ) с двумя возможными 
значениями ±Л. Эта реализация может через каждые і а секунд 
с одинаковой вероятностью принимать то или иное значение А 
или же оставаться неизменной. По отношению к ансамблю воз- 
можных временных функций (реализаций) х (() время является 
случайным аргументом, равномерно распределенным по интервалу 
длиной і а . Это означает, что если рассмотрение проводится по 
всему ансамблю выборочных функций х (і) случайного процесса 
X ( I ), то изменение случайной величины X ( і ) может произойти 
в любой момент времени I с равной вероятностью. Предполагается 
также, что значение этой случайной величины на любом интервале 
статистически не зависит от ее значений в любых других интер- 
валах. 

Хотя случайный процесс, рассмотренный выше, может пока- 
заться далеким от реального, на самом деле он дает представление 
о весьма распространенной ситуации. В современных цифровых 
системах связи сообщения, предназначенные для передачи, вна- 
чале кодируются двоичными символами. Это осуществляется 
посредством предварительной дискретизации передаваемого сиг- 
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нала в равноотстоящие друг от друга моменты времени и после- 
дующего квантования выборочных значений по конечному числу 
уровней, ^как это обсуждалось в разд. 2.7 в связи с рассмотрением 
плотности распределения вероятностей такого сигнала. Каждый 
уровень затем кодируется группой двоичных символов. Напри- 
мер, каждый из 256 уровней квантования может быть однозначно 
представлен группой из 8 двоичных символов. В свою очередь 
этим символам^можно поставить в^ соответствие напряжение + А 
или — А. Таким образом, последовательность двоичных символов 



х(і) 

А 


ха,+т)=х г 




к : 


4+т , 



і 0 - и 


іо *0 + Іа 

4+ 2( а 

4+3( а 

( 0 +4( а 




X 

II 






- -А 

1 

и т — 




Рис. 6.1. Реализация дискретного стационарного случайного процесса. 


принимает вид, показанный на рис. 6.1. Такая форма сигнала 
является типичной для напряжений, действующих в цепях цифро- 
вых ЭВМ и каналах связи между компьютерами. Следовательно, 
рассматриваемый случайный процесс является не только одним из 
самых простых с точки зрения возможности его анализа, но и 
одним из самых распространенных в окружающем нас мире. 

Автокорреляционную функцию этого процесса определим ис- 
ходя из эвристических рассуждений, а не путем строгих вычисле- 
ний. Прежде всего можно отметить, что при | т | > і а моменты 
времени 4 и 4 + т = і г не могут находиться на одном и том же 
интервале, вследствие чего соответствующие этим моментам слу- 
чайные величины Х 1 = X (4) и Х 2 = X (4) оказываются стати- 
стически независимыми. Поскольку Х у и Х 2 в данном случае 
являются центрированными величинами, можно ожидать, что 
их произведение будет равно нулю (см. выражение (3.22), а именно: 

Ях(т) = Е\Х 1 Х І \ = Х У Х 2 = 0 при |т|>4, 

так как Х у = Х 2 = 0. Когда |т| < і а , /, и 4 + т могут нахо- 
диться или не находиться на одном и том же интервале в зависи- 
мости от 4- Поскольку нахождение момента 4 в любой точке 
на временной оси равновозможно, вероятность того, что 4 и 4 + т 
действительно лежат на одном и том же интервале, пропорци- 
ональна разности между 4 и т. В частности, при т 0 очевидно, 
что 4 < 4 < (4 + т) < 4+4, откуда следует 4 + т — 4 < 
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< / 0 і х . Следовательно, вероятность того, что к и і х + т нахо- 
дятся на одном интервале, равна 

Р 1({у + Х-І а <І 0 < к)] = ік -(к + Т - І а )]Па = (*« ~ *)/<«, 
так как плотность вероятностей при і 0 как раз равна 1/і а . Когда 
т<0, очевидно, что / 0 < к + т < к < к + откуда следует, 

что к — і а < ( 0 <; к + т. Таким образом, вероятность того, что к 
и к + т находятся на одном интервале, равна 

Р [(к - к) <к< (к + *)] - [іу + Т - (*1 - Ш*« - (/а + *)/*«■ 
Обобщая полученные выраже- 
ния, запишем 

Р (^і и к -)- т находятся на 

одном и том же интервале) = 

= (к - | Т \)П а - 

Если они располагаются на 
одном интервале, то произведе- 
ние Ху и Х 2 равно всегда А 2 , в 
противном случае можно ожи- 
дать, что их произведение равно 
нулю. В результате имеем 



Рис. 6.2. Автокорреляционная функ- 
ция случайного процесса, показанного 
на рис. 6.!. 




М)// а 1 = А 2 [\ - \ х\/( а ] ПрИ 0<Т<П а , 

при |т|>/ а . 


( 6 . 6 ) 


Вид этой функции показан на рис. 6.2. 

Представляет интерес физическая интерпретация полученной 
автокорреляционной функции в свете вышеприведенных рас- 
суждений. Можно отметить, что если |т| достаточно мало (меньше 
і а ), вероятность того, что значения X (к) и X (к + т) равны и авто- 
корреляционная функция положительна, достаточно велика. Если 
| т | > І а , то ситуации, когда X (к) и X (к + т) будут одинаковы, 
но противоположны по знаку, равновозможны. При этом авто- 
корреляционная функция примет нулевое значение. В случае 
когда т = 0, автокорреляционная функция становится равной 
среднему квадрату случайного процесса, т. е. (0) = А 2 . 

Упражнение 6.2.1. Речевой сигнал дискретизируется 8000 раз в секунду, 
и каждая выборка квантуется на 128 уровней. Полученные уровни подвергаются 
двоичному кодированию напряжением величиной ±2. Полагая, что двоичные 
импульсы в последовательности статистически независимы, напишите автокор- 
реляционную функцию бинарного процесса. 

Ответ : 


Кх(х) 


4(1— 56 000 | т |) при 0 ^ | т | <; 1/56000, 
0 для других | т |. 
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Упражнение 6.2.2. На рисунке показана реализация * (() стационапного 
случайного процесса X (I). Случайный параметр характеризуется равномерным 
распределением между значениями 0 и причем амплитуд/ импульсов может 

х .(0 



2 и+і 0 



ЗГ а +С 


і 


с Равной^ вероятностью и независимо от номера импульса принимать 
± Л. Найдите автокорреляционную функцию этого процесса 
Ответ: 


значения 


Нхі'і) = I ~ І Т/ ' 6 П П Р И І т |<^. 

I 0 при | т | > Ь. 

6.3. Свойства автокорреляционных функций 

Поскольку автокорреляционные функции играют весьма полез- 
ную роль в представлении случайных процессов и при анализе 
систем, оперирующих со случайными входными сигналами, необ- 
ходимо^ иметь возможность сопоставить свойства автокорреля- 
ционной функции со свойствами представляемого ею случайного 
процесса. В этом разделе обобщаются некоторые свойства всех 
автокорреляционных функций стационарных и эргодических слу- 
чайных процессов. Читателю следует обратить особое внимание 
на эти свойства, так как в дальнейшем они будут многократно 
использоваться. ♦ г 

(°) = X 2 - Таким образом, средний квадрат случайного 
процесса л ( і ) легко найти, положив в его автокорреляционной 
функции т = 0. 

Следует подчеркнуть, что Я х (0) является средним квадратом 
случайного процесса X (I) независимо от того, равно ли его мате- 
матическое ожидание нулю, или нет. Если математическое ожида- 
ние X равно нулю, то средний квадрат равен дисперсии 
этого процесса. 

2. Я х (т) = Я х (— ' *)■ Автокорреляционная функция является 
четной относительно т. 

Это наиболее очевидно, вероятно, когда автокорреляционная 
функция усреднена по времени, что для эргодического случайного 
процесса равносильно усреднению по ансамблю. В этом случае 
производится усреднение по времени для того же самого произ- 
ведения^, независимо от направления временного сдвига одной из 
функций. Свойство симметрии исключительно полезно при вы- 
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числении автокорреляционной функции случайного процесса, 
поскольку оно означает, что данное вычисление можно произвести 
только для положительных т, а результат для отрицательных т 
определить на основании свойства симметрии. Таким образом, 
при расчетах, проведенных в примере разд. 6.2, можно было учи- 
тывать только т 0. Для нестационарного процесса свойство 
симметрии справедливо не всегда. 

3. |/? г (т)| Р х (0). Наибольшее значение автокорреля- 
ционная функция, как правило, принимает при т = 0. Однако 
в ряде случаев могут существовать иные значения т, для которых 
эта функция имеет такое же значение (например, для периоди- 
ческой функции X ( і )), но и для них Р х (т) не может быть больше 
Р х (0). Это видно из следующих рассуждений: 

Е [(X, ± Х 2 ) 2 ] = Е [X? + Х 2 2 ± 2ХіХ 2 ] > 0, 

Е [X? + Х 2 2 ] 2Д. Ѵ (0) > | Е (2Х,Х 2 ) | = 2 \Р Х (т) |, (6.7) 

#х(0)>|Ях(т)|. 

4. Если X (і) содержит постоянную составляющую или имеет 
ненулевое математическое ожидание, то функция Р х (т) также 
будет иметь постоянную составляющую. Например, если X (і) — 
= А, то 

Р х (т) = Е [X (і г ) Х (( 1 + х)] = Е ІАА ] = А 2 . (6.8) 

Предположим теперь, что функция X ( і ) может быть представлена 
в форме суммы ее математического ожидания X и составляющей 
N ( і ) с нулевым математическим ожиданием так, что X (і) = 
==■ X + N (і), тогда 

Д х (т) = Е{[Х + Х(^ ШХ + ЛГ^ + т)]} = 

Е [(X) 2 + XX &) + XX (X + т) + X &) X (і, + т)] = 

= (Х) 2 + Х„(т), (6.9) 

так как по условию Е [X (і г ) ] = Е [X (/ х + т) ] = 0. Таким 
образом, и в этом случае Р х (т) содержит постоянную составля- 
ющую, равную квадрату математического ожидания (X) 2 про- 
цесса X ((). 

При рассмотрении эргодического случайного процесса значе- 
ние математического ожидания может быть определено по авто- 
корреляционной функции при т, стремящемся к бесконечности, 
и при условии, что любыми периодическими составляющими 
автокорреляционной функции в пределе можно пренебречь. По- 
скольку в результате таких вычислений получается только ква- 
драт математического ожидания X, определение его знака не пред- 
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ставляется возможным. Если исследуемый случайный процесс 
стационарный, но не эргодический, функция /? х (т) может и не 
содержать никакой информации относительно его математического 
ожидания. Например, случайный процесс X с выборочным зна- 
чением вида х (і) = Л, где А — случайная величина с нулевым 
математическим ожиданием и дисперсией а%, имеет автокорреля- 
ционную функцию Кх (т) = для любых т. Таким образом, 
автокорреляционная функция при т = оо не обращается в нуль, 
даже несмотря на то что математическое ожидание процесса X (/) 
равно нулю. Этот странный результат является следствием того, 
что рассматриваемый случайный процесс не является эргоди- 
ческим. 

5. Если Х{і ) — периодический процесс, то /? х (т) также будет 
периодической функцией с таким же периодом. Например, пусть 
X (/) = А сов (со / + Ѳ), где А и и — постоянные, а Ѳ — случай- 
ная величина, равномерно распределенная в диапазоне от 0 до 2л, 


Тогда 


/(Ѳ) = 


1/2я при 0<Ѳ<2я, 
О при других Ѳ. 


#х(т) = Е[Л соз (со г 1 ! + Ѳ) А соз(ю /, + сот + Ѳ)] = | 

= Е Г(Л 2 /2) С 05 (2со/, + сот + 2Ѳ) + (Л 2 /2) соз сот] = 

2Л 

= (Л*/2) [ ( ) /2я) [соз (2со/, -[- сот 2Ѳ) -}- соз сот] сЮ = [А 2 12) соз сот. 

( 6 . 10 ) 

В более общем случае X (/) = А соз (со/ + Ѳ) + N (/,), где Ѳ 
и N (/,) — статистически независимые случайные величины для 
всех /,, с помощью метода, использованного при выводе (6.9), 
легко показать, что 

* 8.x (т) = (Л 2 / 2) соз ют + /?дг (т). (6.11) 

Следовательно, автокорреляционная функция и в этом случае 
содержит периодическую составляющую. 

Это свойство автокорреляционных функций может быть рас- 
пространено на случайные процессы, содержащие любое коли- 
чество периодических компонентов. Если случайные процессы, 
содержащие периодические составляющие, статистически незави- 
симы, то автокорреляционная функция суммы периодических 
компонентов равна просто сумме периодических автокорреля- 
ционных функций каждой из этих составляющих. Это утверждение 
справедливо независимо от того, являются ли составляющие 
гармонически связанными, или нет. 
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Если каждая реализация х (/) случайного процесса X (I) 
является периодической функцией и представима рядом Фурье, 
результирующая автокорреляционная функция также периодична 
и также представима рядом Фурье. Однако этот ряд Фурье будет 
содержать больше членов, чем просто сумма автокорреляционных 
функций отдельных компонентов, если случайные параметры, 
связанные с различными составляющими такого процесса, не 
являются статистически независимыми. Общим случаем, когда 
случайные параметры не являются независимыми, может считаться 
ситуация, при^которой у случайного процесса имеется лишь 
один случайный параметр, а именно — случайная задержка 
каждой реализации, равномерно распределенная по длительности 
основного периода. 

6. Если X (і) — центрированный эргодический случайный 
процесс, не содержащий периодических составляющих, то 

ІішДх(т)=0. (6.12) 

М— °° 

При больших т в силу того, что влияние значений этого процесса, 
имевших место в прошлом, уменьшается во времени, случайные 
величины X (і) и X (I + т) становятся статистически независи- 
мыми. 

7. Форма автокорреляционных функций не может быть произ- 
вольной. Один из возможных способов определения их формы 
заключается в расчете преобразования Фурье 

оо 

• < НЯх(т)] = [ /? х (т)ехр[— /<о/]сГт (6.13) 

— сю 

при Т [/? х (т)]>-0 для всех со. 

Смысл ограничения станет очевидным после рассмотрения 
спектральной плотности в гл. 7. Кроме всего прочего это ограни- 
чение отрицает возможность существования автокорреляционных 
функций с плоскими вершинами, вертикальными боковыми сто- 
ронами или какими-либо разрывами в их графических изобра- 
жениях. 

: В связи с рассмотрением автокорреляционных функций сле- 
дует подчеркнуть еще одно обстоятельство. Хотя, согласно (6.1), 
знание совместной плотности распределения вероятностей / (х ъ х 2 ) 
случайного процесса X (/) является достаточным для однознач- 
ного вычисления автокорреляционной функции К х (і и и), обрат- 
ное утверждение не является справедливым. Может существовать 
множество различных'случайных процессов с одинаковыми авто- 
корреляционными функциями. С другой стороны, как будет 
показано ниже, влияние линейных систем ' на вид автокорреля- 
ционной функции входного сигнала можетНэыть рассчитано без 
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знания совместной плотности распределения вероятностей этого 
сигнала. Таким образом, знание корреляционной функции слу- 
чайного процесса не эквивалентно знанию плотности распределе- 
ния вероятностей и является значительно менее информативным, 
чем знание совместной функции распределения. 

Упражнение 6.3.1. а) Эргодический случайный процесс X ( I ) имеет авто- 
корреляционную функцию вида 

Ях (г) = 25 ехр (—4 | т | ) + 16 соз 20т + 36. 

Найдите средний квадрат, математическое ожидание и дисперсию этого процесса. 

б) Автокорреляционная функция эргодического случайного процесса X ( I ) 
имеет вид 


Ях (т) = (25т 2 + 36)/(6,25тЧ- 4). 

Найдите средний квадрат, математическое ожидание и дисперсию этого 
процесса. 

Ответы. ±2, 5, ±6, 9, 41, 77. 

Упражнение 6.3.2. Для каждой из следующих функций от т 'определите 
максимальное значение постоянной А, при котором эти функции могут быть 
автокорреляционными функциями: 

а) 9 ехр (—4 |т|] — А ехр [—6 |т|], 

б) 10 ехр [—4 | т — А | ], 

в) 20 соз 5т + А зіп 5т. 

Ответы.-. 0, 0, 6. 


6.4. Измерение автокорреляционных функций 

Поскольку автокорреляционная функция играет важную роль 
в анализе линейных систем со случайными входными сигналами, 
важной практической задачей при экспериментальном наблюдении 
случайных процессов является определение этой функции. В об- 
щем случае она не может быть вычислена исходя из совместных 
плотностей распределения вероятностей, так как они редко бывают 
известны. Усреднение по ансамблю также невозможно, поскольку 
обычно приходится иметь дело лишь с одной реализацией. При 
этих обстоятельствах единственно возможной операцией является 
расчет временной автокорреляционной функции на ограниченном 
интервале в предположении, что случайный процесс — эргоди- 
ческий. 

Для пояснения вышеизложенного предположим, что какой-то 
случайный процесс X ( і ) наблюдается в течение интервала времени 
от 0 до 7 секунд в форме реализации напряжения или тока л: (і). 
При этом можно ввести понятие приближенной ( оценочной ) кор- 
реляционной функции в виде 

г — х 

Ях (т) = [1/(7 — т)] | х(і)х(( + т)<Д при 0< т« 7. (6.14) 
о 
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По всему ансамблю возможных реализаций х (1) эта приближенная 
функция является случайной. Обратите внимание, что время 
усреднения равно Т — т, а не Т, потому что указанная реализация 
(выборочная функция) охватывает только часть наблюдаемых 
данных, включающих как х ( I ), так и х (і + т). 

На практике выполнить интегрирование в выражении (6.14), 
как правило, невозможно, поскольку математическое выражение 
для х (і) не известно. Выход заключается в аппроксимации интег- 
рала суммой выборок из непрерывной временной функции в от- 
дельные моменты времени. Таким образом, если выборки из 
какой-либо реализации х (() случайного процесса X ( і ) соответ- 
ствуют моментам времени О, А і, 2А(, ..., N А( и если их значения 
х (/) равны х 0 , х 1} х 2 , .... х м , то дискретным эквивалентом выра- 
жения (6.14) будет 

Кх(пМ) = [1/(Л1 - п + 1)1 Х к Х к+п 

к = О 

при п = 0, 1, 2 Л4 и М < N. (6.15) 


Эта приближенная (оценочная) функция по всему ансамблю 
возможных выборок х 0 , х х , х 2 , . .., Хдг также является случайной 
и обозначается Я х ( п А{). Так как значение N весьма велико 
(порядка нескольких тысяч), лучше всего операцию (6.15) произ- 
водить с помощью цифровой ЭВМ. 

ІЧтобы оценить качество сделанного приближения, необходимо 
определить математическое ожидание и дисперсию функции 
( п Аі 1 ), поскольку она является случайной, а ее точное значе- 
ние зависит от конкретной рассматриваемой реализации и соот- 
ветствующего ей набора выборок. Математическое ожидание 
получить довольно легко, так как 


Е [К х (пАі)] = Е 


ІДІѴ-л+1) ѴВДы. 

к = О 

= [і/(лі-я + і)і 

к = О 


= [і/(АА 


N—4 


п “Ь 1)1 2 кх (пАі) 

к = О 


КхіпАі). 


Таким образом, математическое ожидание этого приближения 
совпадает с точными значениями автокорреляционной функции 
и является ее несмещенной оценкой. 

Хотя приближенная функция, описываемая выражением (6.15), 
является несмещенной, она не будет непременно наилучшей 
(эффективной) оценкой по критерию минимума среднего квадрата 
ошибки и к тому же представлена она в форме, непригодной для 
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практического применения. Вместо нее обычно используется сле- 
дующее выражение: 

Ях(лД0 = [1/(ЛГ + 1)] %Х к Х к+п , к = О, I, 2, .... М, (6.16) 

к = О 

представляющее собой смещенную оценку автокорреляционной 
функции, которая в явном виде присутствует в выражении (6.15), 
ДЛя^Е [/^ л (яД1)], полученном выше. Поскольку в обоих слу- 
чаях формулы отличаются друг от друга только коэффициентом, 
математическим ожиданием этого нового приближения следует 
просто считать величину 

Е[К х (п\і)] = [\ -п/№ -\-1)}К х (пАі), 

где пЯ х (п Д /)/(/Ѵ + 1) — смещение. При N > п это смещение неве- 
лико. Хотя такое приближение является смещенной оценкой авто- 
корреляционной функции, в большинстве случаев его средний 
квадрат ошибки оказывается несколько меньше, чем в случае, 
описанном выражением (6. 15). Кроме того, уравнение (6.16) более 
доступно для вычислений. Программа для расчета на ЭВМ дана 
в приложении Ж- 

Труднее определить дисперсию данного приближения, детали 
таких вычислений выходят за рамки нашего рассмотрения. Тем 
не менее можно показать, что эта дисперсия должна удовлетво- 
рять условию 

м 

П1/МлДОК(2/ЛО 2] Ях(кМ). (6.17) 

М 

В этом выражении подразумевается, что 2 М + 1 приблизитель- 
ных (оценочных) значений автокорреляционной функции пере- 
крывают область, в которой эта функция имеет достаточно боль- 
шую амплитуду. Если произведение (2 М + 1) М мало, то дис- 
персия, определяемая выражением (6.17), может также быть 
незначительной. При известном или полученном в результате 
измерений математическом описании автокорреляционной функ- 
ции более точная дисперсия приближенного значения имеет вид 

со 

В \ Нх (п Д /)] < (2/Т) | Нх (т) йх, (6.18) 

— 00 

где Т = N Д/ — длительность наблюдаемой реализации (вы- 
борки). 

Чтобы убедиться в значении этого результата для определения 
количества реализаций (объема выборок), необходимых для полу- 
чения заданной точности, рассмотрим следующий пример. Пред- 
положим, что необходимо дать оценку корреляционной функции, 
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имеющей форму, показанную на рис. 6.2, при наличии четырех 
точек по обе стороны от центра ( М = 4). Если допустимая средняя 
квадратическая ошибка составляет не более 5 % 3 ), из уравнения 
(6.17) следует, что (поскольку і а = 4 А() 

4 

(0,05Л 2 ) 2 >(2/ЛО 2] Л 4 [1 — |/г| Д(/(4Д()] 2 . 

к =— 4 

Решение этого уравнения относительно N дает N ;> 2200. Ясно, 
что для получения достаточно точных оценок автокорреляционных 
функций необходимо проводить множество расчетов, используя 
выборки большого объема. 

Упражнение 6.4.1. Автокорреляционная функция эргодического процесса 
X (?) имеет вид 

Кх (т) = 10 (зіп л;т/(ят)) 2 . 

а) В каком диапазоне значений т должно существовать приближенное зна- 
чение автокорреляционной функции, чтобы охватить два первых нуля самой 
функции? 

б) Какой должна быть длительность исследуемой реализации х (/), если необ- 
ходимо получить приближенное значение автокорреляционной функции на ин- 
тервале, указанном в п. а.? 

в) Какой должен быть объем выборки случайного процесса, чтобы средний 
квадрат ошибки приближенного значения не превысил 5 % истинного макси- 
мума автокорреляционной функции? 

Ответы: 0,1, 2, 5331. 

Упражнение 6.4.2. С учетом ограничений, накладываемых на значение дис- 
персии интегралом в выражении (6.18), найдите объем выборки, необходимый 
для приближенной оценки автокорреляционной функции из упражнения 6.4.1. 

Ответ: 5333. 


6.5. Примеры автокорреляционных функций 

Прежде чем перейти к рассмотрению взаимных корреляцион- 
ных функций, стоит привести типичные автокорреляционные 
функции, учесть условия, в которых они могут быть сформиро- 
ваны, и перечислить возможные приложения. Это обсуждение 
не претендует на то, чтобы быть исчерпывающим, а направлено 
прежде всего на демонстрацию результатов некоторых рассу- 
ждений. 

Корреляционная функция треугольной формы, показанная 
на рис. 6.2, является типичным примером автокорреляционной 
функции случайной двоичной последовательности, моменты пере- 
ключений в которой равномерно распределяются на временной 
оси. Сигналы такого типа существуют во многих цифровых систе- 
мах связи и управления, где непрерывные сообщения периоди- 

3 ) При этом подразумевается, что стандартное отклонение приближенного 
значения автокорреляционной функции не должно превышать 5 % математиче- 
ского ожидания случайной величины. 

7 Дж. Купер 
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чески дискретизируются, квантуются и полученные выборки 
преобразуются в двоичные числа. Вид корреляционной функции, 
представленной на рис. 6.2, предполагает наличие нулевого 
математического ожидания случайного процесса, но это справед- 
ливо не всегда. Если, например, случайный сигнал может при- 
нимать значения Л и 0 (а не — А), то математическое ожидание 
такого процесса равно Л/2, а средний квадрат — Л 2 /2. Авто- 
корреляционная функция, вид которой представлен на рис. 6.3, 
соответствует формуле (6.9). 

Не все бинарные временные функции имеют треугольную 
автокорреляционную функцию. Примером может служить другой 



Рис. 6.3. Автокорреляционная функция нецентрированного бинарного слу- 
чайного процесса. 

распространенный вид двоичного сигнала, у которого переключе- 
ния происходят в случайные моменты времени. Если эти моменты 
равновозможны, плотность вероятностей, связанная с длитель- 
ностью каждого интервала, является экспоненциальной функ- 
цией, как показано в разд. 2.7. Результирующая автокорреля- 
ционная функция также экспоненциальная (рис. 6.4). Такая 
автокорреляционная функция представляется обычно выраже- 
нием 

Кх (т) = Л 2 ехр [—а | т | ], (6. 19) 

где а — среднее число переключений в 1 с. 

Двоичные сигналы и корреляционные функции вида, показан- 
ного на рис. 6.4, характерны для устройств, предназначенных 
для контроля за радиационной обстановкой. Случайные импульсы, 
возникающие на выходе детектора частиц, используются для 
запуска триггера, генерирующего двоичный сигнал. Сигналы 
такого вида удобны как для измерения математического ожидания 
временного интервала между появлением частиц, так и для опре- 
деления средней частоты их появления. 

Корреляционные функции недвоичных сигналов также могут 
иметь экспоненциальный вид. Например, если очень широко- 
полосный шумовой сигнал (имеющий практически любую плот- 
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ность распределения вероятностей) пропустить через ^С-фильтр 
низких частот, то у сигнала на выходе этого фильтра будет почти 
экспоненциальная автокорреляционная функция. Этот резуль- 
тат подробно рассматривается в гл. 8. 

Как треугольная, так и экспоненциальная автокорреляцион- 
ные функции имеют общее свойство, о котором стоит упомянуть, 
это разрыв производной в нуле. Случайные процессы, автокорре- 
ляционные функции которых обладают указанным свойством, 
называются недифференцируемыми, а у недифференцируемого 
случайного процесса дисперсия производной бесконечна. На- 
пример, если напряжение, изменяющееся по случайному закону 




Рис. 6.4. а — бинарный сигнал со случайным распределением моментов пере- 
ключения, б — соответствующая автокорреляционная функция. 

и имеющее экспоненциальную автокорреляционную функцию, 
подать на конденсатор, то ток заряда будет пропорционален 
производной напряжения. Дисперсия его окажется бесконечной. 
Поскольку это не имеет физического смысла, можно сделать вывод, 
что случайные процессы с идеальными треугольными или экспо- 
ненциальными автокорреляционными функциями в природе суще- 
ствовать не могут. Несмотря на этот, несомненно, правильный 
вывод, как треугольная, так и экспоненциальная автокорреля- 
ционные функции являются во многих случаях полезными моде- 
лями. Тем не менее следует быть осторожным, поскольку их 
нельзя применить в тех ситуациях, когда требуется определить 
производную случайного процесса, поскольку проводимые при 
этом расчеты почти наверняка окажутся неправильными. 

Все рассмотренные до сих пор корреляционные функции были 
положительны для любых т. Однако это не является обязательным, 
и для иллюстрации данного утверждения ниже приведены выра- 
жения для двух известных автокорреляционных функций, у кото- 
рых существуют отрицательные значения: 

К х (т) = А 2 ехр [ — а|т|] соз [5т, (6.20) 

(т) = А 2 зіп лут/(луг). (6.21) 

7* 
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Вид этих функций приведен на рис. 6.5. Автокорреляционная 
функция (6.20) соответствует сигналу, появляющемуся на выходе 
узкополосного полосового фильтра, на вход которого поступает 
достаточно широкополосный шум, а автокорреляционная функция 
(6.21) относится к сигналу на выходе идеального фильтра нижних 
частот. Оба этих результата будут выведены в гл. 7 и 8. 




Рис. 6.5. Автокорреляционная функция сигнала на выходе а — полосового 
фильтра; б — идеального фильтра нижних частот. 


Хотя при анализе сигналов и свойств систем можно придти 
к рассмотрению множества других видов автокорреляционных 
функций, те немногие, которые обсуждены в этом разделе, встре- 
чаются наиболее часто. Читателю следует обратиться к материалу 
о свойствах автокорреляционных функций, изложенному 
в разд. 6.3, и самостоятельно убедиться, что данные корреля- 
ционные функции обладают указанными свойствами. 


Упражнение 6.5.1. а) Дифференцируемы ли случайные процессы, автокорре- 
ляционные функции которых описываются выражениями (6.20) и (6.21)? 

б) Правильно или ошибочно следующее утверждение: «Функция, являю- 
щаяся произведением функции, дифференцируемой в точке начала отсчета вре- 
мени, и функции, недифференцируемой в той же точке, всегда дифференцируема.»? 
Проверьте сделанное заключение на автокорреляционной функции, представлен- 
ной уравнением (6.20). 

Ответы. Да, да, правильно. 

Упражнение 6.5.2. Какие из следующих функций от т не могут являться 
математическими моделями автокорреляционных функций? Объясните, почему. 


а) ехр ( — т 2 ), 
в) 10 ехр [— (т + 2)1, 
д) (т 2 + 4)/(т 2 + 8). 
Ответы: Функции (б), 


б) | т | ехр ( — | т |), 
г) (зіп 2 ят)/(ят) 2 , 

(в), (д) не являются математическими моделями. 


6.6. Взаимные корреляционные функции 

Можно рассматривать корреляцию между двумя случайными 
величинами, принадлежащими к различным случайным процес- 
сам. Такая ситуация возникает, когда на систему действует более 
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одного случайного сигнала или если требуется сравнить случайно 
изменяющиеся напряжения или токи, действующие в различных 
точках системы. Если два случайных процесса X (І) и У ( I ) со- 
вместно стационарны в широком смысле, то для случайных ве- 
личин 


Х 1 = Х (У, У 2 = У (і, + т) 
можно определить взаимную корреляционную функцию 

со со 

#ху(т) = ЕІХ^г] = | (ІХу | Х 1 уф(х 1 , у 2 )йу 2 . (6.22) 

— со — со 

Здесь важен порядок написания индексов: второй из них отно- 
сится к случайной величине, измеренной в момент + т) 4 ). 

Существует еще один вид взаимной корреляционной функции, 
которую можно определить для тех же двух моментов времени. 
Пусть Ѵ 1 = V (/]), Х 2 — X (І г 4- т). Тогда по определению 

со со 

/?у Х (т) = Е [У,Х 2 ] = | Лу Л | у 1 х 2 [{у 1 , х 2 ) йх 2 . (6.23) 

00 — со 

Поскольку оба случайных процесса X (I) и У (() являются совме- 
стно стационарными, приведенные взаимные корреляционные 
функции зависят только от временного интервала т. Для ста- 
ционарных случайных процессов, не обладающих свойством 
совместной стационарности, указанная зависимость не наблю- 
дается. 

Пусть имеются два стационарных случайных процесса, кото- 
рые не являются совместно стационарными. В таком случае взаим- 
ная корреляционная функция будет зависеть как от начала от- 
счета времени і и так и от временного интервала т. 

Временные взаимные корреляционные функции для пары реали- 
заций х (I) и у (() случайных процессов X ( I ) и У ( I ) могут быть 
определены так же, как и выше, а именно 


г 


Я х «,(т) = 1іт(І/2 Т) ( х{і)у (1 + т)<И, 

Т -+-со 

Т 

(6.24) 

Я„*(т) = 1іт(1/2 Т) \у(і)х(і + т)<и. 

Т — ► со ’р 

(6.25) 


Если случайные процессы являются совместно эргодическими, 
то выражения (6.24) и (6.25) дают одинаковые значения для каж- 


4 ) Это спорное утверждение, которое различные авторы интерпретируют 
по-разному. В каждом конкретном случае оно должно быть проверено спе- 
циально, 
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дой пары реализаций. Таким образом, для эргодических процессов 
имеем 

&ху (Т) = Я ХУ (т), (6.26) 

Я„*(т) = Ягх(г). (6.27) 

Вообще же, взаимные корреляционные функции представляют 
собой такую же физическую реальность, как и автокорреляцион- 
ные функции, и являются мерой зависимости друг от друга двух 
случайных процессов. Тем не менее при дальнейшем изучении 
основ системного анализа мы увидим, что взаимная корреляцион- 
ная функция, связывающая сигналы на входе и выходе системы, 
будет иметь вполне конкретный и важный физический смысл. 

Упражнение 6.6.1. Два совместно стационарных случайных процесса имеют 
вид 

X (6 = 5 сов (10/ + Ѳ), V (/) : 20 зіп (10/ + Ѳ), 

где Ѳ — случайная величина, равномерно распределенная в интервале от 0 
до 2я. Найдите взаимную корреляционную функцию для этих процессов. 

Ответ: 50 $іп Ют. 

Упражнение 6.6.2. Реализации двух случайных процессов X (/) и У (/) 
имеют вид 

х (/) = 5 соз 10/, у (/) = 20 зіп 10/. 

Найдите временную взаимную корреляционную функцию для х (/) и у (/) 

Ответ: 50 зіп Ют. 

6.7. Свойства взаимных корреляционных функций 

Основные свойства всех взаимных корреляционных функций 
весьма существенно отличаются от свойств автокорреляционных 
функций. Их можно обобщить следующим образом. 

1. Значения К ху (0) и Я УХ (0) не имеют никакого реального 
физического смысла и не соответствуют средним квадратам слу- 
чайных величин X — X (і) и V = V (/). Тем не менее равенство 
К-хг (0) = Кух (0) справедливо. 

! 2. В общем случае взаимные корреляционные функции не 
являются четными относительно т. Тем не менее существует вид 
симметрии, описываемый соотношением 

КухЫ=Кхг( — т). (6.28) 

Этот результат следует из того факта, что сдвиг V (() во времени 
в определенном направлении эквивалентен сдвигу X (() в про- 
тивоположном направлении. 

3. Взаимная корреляционная функция необязательно должна 
иметь максимум при т = 0. Тем не менее можно показать, что 

|Яху(т)!<[/?х(0)Я у (0)] 1/2 , 


(6.29) 
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причем аналогичное соотношение справедливо и для К гх (т). 
Максимум взаимной корреляционной функции может оказаться 
при каком угодно т, но не может превысить значения (6.29). Более 
того, он может не достигаться ни при каких т. 

4. Если два случайных процесса статистически независимы, то 

Кхг (т) = Е [Х ± У 2 ] = Е [X,] Е [У 2 ] = X У = К гх (т). (6.30) 

Если математическое ожидание либо одного, либо обоих процес- 
сов равно нулю, взаимная корреляционная функция равна нулю 
при любых т. Обратное утверждение необязательно должно быть 
справедливым. Из того факта, что взаимная корреляционная 
функция равна нулю и математическое ожидание одного из про- 
цессов равно нулю, статистической независимости процессов не 
следует. Исключением являются совместные гауссовские случай- 
ные процессы. 

5. Если X (/) — стационарный случайный процесс и к (і) — 
его производная по времени, их взаимная корреляционная функ- 
ция имеет вид 

Кхх( х ) = сі К х (т)/гіт, (6.31) 

где в правой части стоит производная автокорреляционной функ- 
ции по т. Это легко показать, используя основное определе- 
ние производной 

X (() = Ііш [X (і + Дт) - X (/)]/Ат. 

Дт -*0 

Отсюда 

*хх (т) = Е[Х (0 X (/ + т)] = 

= Е | Нт [X (0 X (/ + т + Ат) - X (і) X (і + т)]/Дт| = 

= Пт [Я х (т + Ат) - Я* (т)]/Дт = (Щ х (т)/гіт. 

Дт -*-0 

Взаимная замена предельного и вероятностного переходов право- 
мерна во всей области существования X (/). Если вышеприведен- 
ные операции повторить, то можно показать, что автокорреля- 
ционная функция от X (0 есть 

К к ( т ) = Я** (т) = — (т)/с(т а , (6.32) 

где правая часть есть вторая производная по т основной авто- 
корреляционной функции. 

Стоит отметить, что требования к существованию взаимной 
корреляционной функции менее строги, чем к существованию 
автокорреляционных функций. Обычно взаимные корреляционные 
функции это нечетные функции от т, их фурье-преобразования 
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не обязательно должны быть положительными для всех со, и даже 
не обязательно, чтобы фурье-преобразования были веществен- 
ными. Два этих свойства обсуждаются более подробно в следу- 
ющей главе. 

Упражнение 6.7.1. Докажите неравенство (6.29). Наиболее просто это осу- 
ществить, вычисляя математическое ожидание случайной величины 

[*і/ЯѴ 2 (0)±У 2 /Яу/ 2 (°)] 2 - 

Упражнение 6.7.2. Два случайных процесса имеют вид 

X (() = А сое (а>„/ + Ѳ), V (/) = В зіп (со 0 / + Ѳ), 

где Ѳ — случайная величина, равномерно распределенная между 0 и 2я, а 
А и В — постоянные. 

а) Определите взаимные корреляционные функции Кхѵ ( т) и Яух (т) . 

б) Каковы значения этих взаимных корреляционных функций при т = 0? 

Ответ : (1/2) зіп со 0 т. 

6.8. Примеры и приложения взаимных корреляционных 

функций 

Выше отмечалось, что одно из приложений взаимных корреля- 
ционных функций связано с системами, на входы которых по- 
даются два или более случайных процесса. Для более подробного 
рассмотрения этой ситуации предположим, что случайный про- 
цесс 2 (/) представляет собой аддитивную смесь 2 (/) = X (/) ± 
± У (/), где X (/) и У (і) — стационарные случайные процессы. 
Теперь, определяя случайные величины как 

= Х х ± У г = X (У ± У (у, 2 а = Х 2 ± У 2 = *(<! + т) ± 

± У (к + х), 

можно получить автокорреляционную функцию процесса 2 (/) 
как 

К 7. (х) = Е [2 1 2 2 ] = Е [(Лі ± УД ( Х 2 ± У 2 )] = 

= Е [ХіХъ -ф УіУ 2 ± ХіУ 2 ± У іХ 2 ] = 

= (х) + (х) ± К ху (х) ± Кух (х). (6.33) 

Этот результат легко распространяется на сумму любого числа 
случайных процессов. В общем случае автокорреляционная функ- 
ция такой суммы равна сумме всех автокорреляционных функций 
плюс-минус сумма всех взаимных корреляционных функций. 

Если два рассматриваемых случайных процесса статистически 
независимы и математическое ожидание одного из них равно 
нулю, то обе взаимные корреляционные функции К Х у (х) и 
Кух (х) в выражении (6.33) обращаются в нуль, и автокорреля- 
ционная функция суммы оказывается равной сумме автокорреля- 
ционных функций. Примером того, насколько важен этот резуль- 
тат, служит ситуация, связанная с задачей выделения периода- 


Корреляционные функции 


201 


ческих сигналов из случайного шума. Пусть X (/) — случайный 
исследуемый сигнал (процесс), имеющий вид 

X (0 = А соз (со/ + Ѳ), (6.34) 

іде Ѳ случайный параметр. Выше показано, что автокорреля- 
ционная функция такого процесса равна 

%х ( т ) = (А 2 / 2) соз со/. 



Рис. 6.6. Автокорреляционная функция аддитивной смеси гармонического 

сигнала и шума. 


Далее, пусть V (/) — случайный шум с нулевым математическим 
ожиданием, статистически независимый от сигнала. Пусть его 
автокорреляционная функция представлена в виде 

(т) = Д 2 ехр[ — а|т|]. 

Наблюдаемый процесс 2 (/), согласно (6.33), имеет автокорре- 
ляционную функцию 

^2 ( т ) = Кх ( т ) + (т) = (Л 2 / 2)соз сот -ф В 2 ехр [ — а | т |]. (6.35) 

График этой функции для случая, когда средняя мощность шума 
В = В у (0) много больше средней мощности сигнала А 2 12 — 
= Вх (0), приведен на рис. 6.6. Из этого графика ясно, что для 
больших т автокорреляционная функция зависит в основном от 
величины сигнала, поскольку автокорреляционная функция шума 
стремится к нулю при т, стремящемся к бесконечности. Таким 
образом, если использовать подходящий метод измерения авто- 
корреляционной функции принимаемой смеси сигнала, отягощен- 
ного мощным шумом, возникает возможность выделять эти слабые 
синусоидальные сигналы. 

Еще одним примером выделения слабого, но известного сигнала 
из его смеси с шумом, связанного с операцией формирования 
взаимных корреляционных функций, может служить радиолока- 
ционная система, передающая сигнал X (/). Принимаемый отра- 
женный от цели сигнал представляет собой намного меньшую 
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по мощности копию сигнала X ( і ) с задержкой, равной времени 
его распространения к цели и обратно. Поскольку на входе ра- 
диолокационного приемника всегда присутствует шум, результи- 
рующее принимаемое сообщение V ( і ) может быть представлено 
следующим образом: 

V ( і ) = аХ {( — т г ) + N (і), (6.36) 

где а постоянная, а 1, ^ — суммарная задержка распро- 
странения сигнала в обе стороны, N (I) — шум приемника. Обычно 
средняя мощность отраженного сигнала X (I — много меньше 
средней мощности шума N ( I ). 

Взаимная корреляционная функция переданного сигнала и 
сигнала на входе приемника равна 

Я.тг(т) = Е[Х(/)К(* + т)] = 

= Е [аХ (() X (і + т - т0 + X (() N (і + г)] 

= (Т Т х ) -(- Ядіѵ(т). (6.37) 
Поскольку сигнал и шум статистически независимы и в данном 
случае имеют нулевые математические ожидания, взаимная кор- 
реляционная функция для X ({) и N ( і ) равна нулю при всех т. 
Следовательно, (6.37) преобразуется к виду 

К ху (т) = аКх (т — Ті). (6.38) 

Если вспомнить, что максимум автокорреляционных функций 
приходится на начало отсчета времени, станет ясно, что при 
подстройке т таким образом, чтобы измеряемое значение Е ху (т) 
стало максимальным, можно получить т — т 1 , и это значение 
определяет расстояние до цели. 

В некоторых случаях, касающихся исследования двух слу- 
чайных процессов, можно наблюдать либо их сумму, либо раз- 
ность, но не каждый процесс в отдельности. При этом взаимная 
корреляционная функция для суммы и разности может пред- 
ставлять интерес как средство получения какой-либо информации 
об этих процессах. Предположим, например, что имеются два 
процесса, описываемые соотношениями 

У (0 = X (0 + г (0, (6.39) 

V (і) = X (0 — Г (/), (6.40) 

где случайные процессы X (?) и V (() не обязательно должны быть 
статистически независимы или иметь нулевые математические 
ожидания. Взаимная корреляционная функция для I) (і) и V (() 
имеет вид 

Киѵ (т) = Е Ш (/) V {I + т)1 = Е {[X (/) + 

+ У (0 I IX {{ + х) — V (I + т))} = Е IX (0 X (/ + т) + 

+ Ѵ (0 X (і + т) — X (і) К (Н- т) — V (() V (( + т) ]. (6.41) 
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Каждое математическое ожидание в (6.41) может интерпретиро- 
ваться как автокорреляционная или взаимная корреляционная 
функции. Следовательно, 

Кѵѵ (т) = К х (т) + К ух (т) - К ху (т) - Ку (т). (6.42) 

По аналогии читатель может легко убедиться, что вторая взаим- 
ная корреляционная функция есть 

Я ѵи (т) = К х М - Ку х (т) + Кху (т) - Ку (т). (6.43) 

Если X (() и V ({) — центрированные и статистически независи- 
мые процессы, то обе взаимные корреляционные функции сов- 
падают: 

%ѵѵ ( т ) = Яко М - Кх (т) — Ку (т). (6.44) 

На практике измерение взаимных корреляционных функций 
может проводиться по методике, во многом схожей с той, которая 
применялась при измерении автокорреляционных функций, и опи- 
санной в разд. 6.4. Однако количество выборок, необходимых для 
получения заданной дисперсии оценочного значения взаимной 
корреляционной функции, много больше числа выборок, требую- 
щегося для определения автокорреляционной функции. 

Упражнение 6.8.1. Реализации случайного процесса X (і) описываются 
выражением х (/) = Л, где А случайная величина с математическим ожида- 
нием, равным 10, и дисперсией, равной 25. Эти реализации могут наблюдаться 
только в присутствии не связанного с данным случайным процессом шума N (I) 
имеющего автокорреляционную функцию (т) = 100 ехр (—10 |т|). 

а) Найдите автокорреляционную функцию суммы этих процессов 

б) Если автокорреляционная функция этой суммы существует, найдите 
такое т, при котором значение данной автокорреляционной функции находится 
в пределах 1 % ее значения при т = оо. 

Ответы : 0,439; 125 + 100 ехр ( — 10 | х |). 

Упражнение 6.8.2. Реализации х (/) случайного бинарного процесса X (() 
аналогичного описанному в разд. 6.2, имеют амплитуды ±10 и ( а — 0,0 1 ! 
Этот сигнал приложен к однополупер йодному выпрямителю, схема которого по- 
казана ниже. Определите: ^ 


ИЭеальный 



а) автокорреляционную функцию Ку (т) выходного сигнала, 

б) взаимную корреляционную функцию Кху (т), 

в) взаимную корреляционную функцию Кух (т) 

Ответы: 25 + 25 (1 — | т |/0,01); 50(1— |т|). 
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6.9. Корреляционные матрицы выборочных функций 

До сих пор обсуждение корреляции было сосредоточено только 
на двух случайных величинах. Таким образом, корреляционные 
функции стационарных процессов можно представить как функции 
одной переменной т. Тем не менее на практике нередко приходится 
иметь дело с большим числом случайных величин, поэтому не- 
обходимо разработать удобный метод представления большого 
числа возникающих при этом автокорреляционных и взаимных 
корреляционных функций. Векторные обозначения обеспечивают 
удобный способ представления пространства случайных событий, 
а произведение векторов, требующихся для получения корреля- 
ционных отношений, представляется в виде матрицы. Таким об- 
разом, важно обсудить ситуации, когда векторное представление 
является полезным, и описать некоторые свойства корреляцион- 
ных матриц. Например, векторное представление оказывается 
полезным при описании сигнала, когда временная функция пе- 
риодически дискретизируется в некоторые моменты времени. 
Пусть необходимо принимать во внимание только конечное число, 
скажем N , таких выборок. Тогда значение каждой выборки может 
стать компонентой (ІѴ х 1) вектора. Следовательно, если моменты 
времени, в которые происходит дискретизация, обозначить і ъ 
( 2 , •••, ^лг> вектор, представляющий случайную временную функ- 
цию X ((), может быть представлен в виде 

х(/іГ 

х{и) 

X ((*)_ 

Каждая компонента вектора X является случайной величиной. 

Теперь можно определить корреляционную матрицу размером 
(М X X), которая описывает корреляцию между каждой парой 


случайных величин X (/ г ), X ( 1 ]), і, / = 

1, X: 


Кх =Е[ХХ Г ] = 



Х(Ъ)Х(( 2 ) . . 

. х^хуі 

= Е 

Х^ХСМ X (і 2 ) X (і 2 ) . . 

. X (/ 2 ) X (і„) 

» 


_ХЫХ(У Х((,)Х(У . . 

. Х(УХ(Щ_ 



где Х г — транспонированная матрица X. Если выполнить усред- 
нение каждого случайного элемента этой матрицы, то получим 
значение Кх {іь I]) автокорреляционной функции случайного 
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процесса X ((), из которого была образована указанная выборка. 
Таким образом, 


Их (Іі> 

іі) 

Их (к, І 2 ) 

■ ■ И Х (Іі, і іѵ ) 


И Х (Іі, 

Іі) 

Их (Іі, Іі) 

• Их (І-2, Іи) 

, ( 6 . 45 ) 


Іі) 

Их (іи, іі) 

Их (Іи, іу) 



где И х (іі, і } ) = Е [X (*,) X ((,)]. 

Когда случайный процесс X (I) является стационарным в ши- 
роком смысле, все компоненты матрицы К х становятся функ- 
циями только временного интервала. Пусть промежуток вре- 
мени Аі между моментами і і+1 и выборок X (і і+1 ) и X ( і г ) равен 
Аі = Іі+і — іі, при этом 



к — к + А і. 



к = к + 2 Аі, 



ім = іі + (У - 1 ) м, 



ГИ х (0] 

Их(М] . - . 

Их[(И~ 1) М] 

Кх = 

НхІМ] 

Их [0] . . . 



_Я Х [(ЛГ- 

1)Д() 

Их [0] 


(6.46) 

При написании этой матрицы было использовано свойство сим- 
метрии автокорреляционной функции: Е х [і Д і] = [_ ; д *]. 

Учтите, что вследствие симметрии К х — симметричная матрица 
(даже если процесс нестационарный) и ее главная диагональ 
(и все ей параллельные) содержат идентичные элементы. 

Хотя свойства матрицы К х логически вытекают из вышепри- 
веденных определений, такой путь построения корреляционной 
матрицы случайного вектора, состоящего из выборок, не является 
общепринятым. Более широко распространен метод получения 
ковариационной матрицы, содержащей дисперсии и ковариации 
случайных величин. В общем случае ковариация между двумя 
случайными величинами определяется как 

Е ([X (іі) - X (іі)) (X (/;) - X (Щ = о і а і р і] , (6.47)*) 

где X (і^ — математическое ожидание случайной величины X а ( )\ 
X (іі) — математическое ожидание X (//); ст? — дисперсия слу- 

*) В ряде публикаций функцию (6.47) называют корреляционной и обозна- 
чают Кх (іі, I]) — Прим. ред. 
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чайной величины X (7,) ; о 2 — дисперсия X (//); р (/ - — нормиро- 
ванный коэффициент ковариации между X (/,) и X (/,■), причем 
Ра = 1 при і = /. Ковариационная матрица определяется так: 

Лх = Я[(Х - Х)(Х Г -Х Г )Ь (6.48) 


где X — математическое ожидание матрицы X. Из определения 
ковариационной зависимости непосредственно следует 
“ 2 — 


Лх 


°2°іР21 


СТ і02р12 

О? 


СТ 1 СТ 1\Г1рЛГ 


0 2 СГ д г р 2іѴ 


(6.49) 




о 2 л- 


При построении этой матрицы учтено, что р гі -= 1 при г 1,2,... 
.... N. Обобщая (6.49), легко показать, что 

Лх = Кх-ХХ г . (6.50) 

Если случайный процесс центрирован, то А х = Кх- 

Понятие ковариационной матрицы пригодно как для стацио- 
нарных, так и нестационарных случайных процессов. Однако для 
случайного процесса, стационарного в широком смысле, все 
дисперсии и корреляционные коэффициенты на любой диагонали 
одинаковы. Следовательно, 


о 2 і = 

° г І 

== О 2 , 

і, 

І= 1, 2, . 

, Л, 

Ра = 

= Рі 1-1 1> 

і, 

/> 1,2,. 

, л, 



- 1 

Рі 

р2 

РіѴ-1 



Рі 

1 

Рі 

РіѴ-2 

,х = 

о 2 

р2 

Рі 

1 Рі 






1 

Рі 



_Рлг-і 


Рі 

1 


Такая матрица называется матрицей Теплица. 

Для иллюстрации рассмотрим некоторый стационарный слу- 
чайный процесс X (/), автокорреляционная функция которого 
равна 

Кх ( т ) = Ю ехр ( — | т 0 + 9. (6.52) 


Для упрощения предположим, что следует учитывать три слу- 
чайные величины, разделенные интервалом Аі = 1 , т. е. N = 3, 
Л/ = 1. Расчет автокорреляционной функции по формуле (6.52) 
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для т = 0, 1 и 2 дает значения, необходимые для составления кор- 
реляционной матрицы. Следовательно, ее вид таков 


Кх - 


19 12,68 10,35“ 

12,68 19 12,68 

10,35 12,68 19 


Поскольку дисперсия этого процесса равна 10, а его математи- 
ческое ожидание X = ±3, ковариационная матрица имеет вид 


Лх 


10 


"1 0,368 0,135“ 

0,368 1 0,368 

.0,135 0,368 1 


Другая ситуация, в которой удобно использование векторных 
обозначений, возникает тогда, когда случайные величины выби- 
раются из различных случайных процессов. При этом вектор, 
представляющий все указанные величины, может быть записан 
следующим образом: 


х (0 = 


"*1 (0 
ад 


.„Хх {І) _ 


Теперь корреляционная матрица определяется так: 

(т) Кт ( т ) 

Кх (т) - Е [ X (/) X г (і + т)] = ^ 21 (Т) (т) (т) 

_Л?ІѴі(т) #N2 ( т ) Длг( т ) 

где 

К і (х) = Е[Х і (і)Х і (і + т)], 


, (6.53) 


К и (т ) = Е[Х І (І) Х } {і + т)1. 

Обратите внимание, что в этом случае элементы корреляционной 
матрицы представляют собой функции от т, а не числа, как в слу- 
чае корреляционной матрицы, составленной для выборок, взятых 
из одного и того же случайного процесса. Ситуации, в которых 
может возникнуть необходимость в такой корреляционной ма- 
трице, связаны с использованием антенных решеток или набора 
сейсмических детекторов. В таких системах шумовые сигналы 
в каждом элементе антенны или сейсмического детектора могут 
принадлежать к различным, но коррелированным случайным 
процессам. 
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Прежде чем закончить рассмотрение ковариационных матриц, 
стоит отметить важную роль, которую они играют при определе- 
нии совместной плотности вероятностей для N случайных величин, 
принадлежащих гауссовскому процессу. Выше отмечалось, что 
гауссовский процесс один из немногих, для которых можно 
определить совместную плотность распределения "'вероятностей 
при любом числе случайных величин. Определение этой совмест- 
ной плотности вероятностей выходит за рамки настоящего об- 
суждения, но можно показать, что она равна 

Н*)=Цх(І і), х(1 2 ), *(/„)] = 

= [(йя^ІЛх | І/2 ] _, ехр [— ѵ 2 (х г -х г ) л ~'(х - х)], (6.54) 

где | Лх | детерминант матрицы Л\, а Ах 1 — обратная ей 
матрица. 

Упражнение 6.9.1. Автокорреляционная функция случайного процесса 
Л (/) имеет вид ѵ 

Кх(х) = Ю ехр ( — | т |) соз 2 т. 

Напишите корреляционную матрицу для четырех случайных величин в моменты 
времени, разделенные интервалом А( = 0,5 с. 

Элементы первой строки корреляционной матрицы 3,677 2 228, 

10,0, 6,064. 

Упражнение 6.9.2. Ковариационная матрица стационарного случайного 
процесса л (1) имеет вид 


1 0,6 


0,4 0,6 
0,2 


0,1 — ~ 
0,6 — 

— 0,6 

— 1 


Заполните пропуски в матрице. 
Ответ : 1, 0,6, 0,6, 0,2, 0,4. 


ЗАДАЧИ 

ѵ Автокорреляционная функция стационарного случайного процесса 

л (г) имеет вид кх (т) = 5 ехр [ — 5|т|]. Другой случайный процесс опреде- 

ЛЯѲТСЯ КЗ к 

К (/) = Х(1) + ЬХ (1 — 0,1). 

а ) Найдите значение Ь, при котором средний квадрат случайного процесса 
У (() минимален. 

б) Найдите минимум среднего квадрата случайного процесса V (/). 

в) Для I о I ^ 1 найдите максимальное значение среднего квадрата слу- 
чайного процесса V (і). 

6.1.2. Для каждой из нижеприведенных автокорреляционных функций 
укажите, может ли процесс, которому соответствует данная функция, быть ста- 
ционарным в широком смысле. 

а) /?лг Л, 1 2 ) = ехр (/, — / 2 ), 

б) Кх (6. (%) = соз / х соз і 2 + зіп /і зіп / 2 , 
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в) Я х (1 { , і 2 ) = ех Р {і\ — *1). 

г) Ях (К. к) = (5ІП к С05 к — СОЗ к 5ІП к)Ик — к)- 

6.2.1. Рассмотрите стационарный случайный процесс X (?), реализация 
х (?) которого представлена на рисунке. Прямоугольный импульс единичной 
амплитуды длительностью Т х может с одинаковой вероятностью появиться или 
не появиться в равноотстоящие друг от друга моменты времени к ± пТ, причем 
появление импульса в каком-либо интервале [/ 0 +(п — 1) Г, (/ 0 +я7’)] не 
зависит от его существования на любом из предшествующих интервалов. Момент 
к случайная величина, равномерно распределенная по периоду Т, и Т, ^ ТІ2. 



а) Найдите математическое ожидание и средний квадрат случайного поо- 
цесса X (?). 

б) Найдите автокорреляционную функцию этого процесса. 

6.2.2. Определите временную автокорреляционную функцию реализации 
из задачи 6.2.1. 

6.2.3. Пусть реализации стационарного случайного процесса X (?) опре- 
деляются формулой 


СО 

*(<) = 2 Апе(і-к-пт), 

П = — оо 


где А п — независимые случайные величины, с равной вероятностью принима- 
ющие значения +1 или — 1, а ? 0 — случайная величина, равномерно распре- 
деленная по периоду Т. Определите функцию 

05 

°(*)= 1 8 V) ё (I + ■*) <1і 


и выразите через нее автокорреляционную функцию процесса X (?). 

6.3.1. Какие из приведенных на рисунке функций не могут быть автокор- 
реляционными функциями? Объясните, почему. 

6.3.2. Реализации случайного процесса X ( ? ) описываются как х (?) = 
= У сое (оѴ + Ѳ), где У, ш 0 и 0 — статистически независимые случайные ве- 
личины. Пусть математическое ожидание У равно 3, дисперсия а а = 9, 0 — 
равномерно распределено между —я и я, а м 0 — между —6 и +6. 

а) Стационарен ли этот случайный процесс? Является ли он эргодическим? 

б) Определите математическое ожидание и средний квадрат этого про- 
цесса. г 

в) Определите автокорреляционную функцию процесса X (?). 

6.3.3. Автокорреляционная функция стационарного случайного процесса 
а (?) имеет вид 


Ях (т) = 100 ехр (— т 2 ) соз 2лт + 10 соз блт + 36. 
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а) Определите математическое ожидание, средний квадрат и дисперсию 
этого процесса. 

б) Какие дискретные частотные компоненты присутствуют в этом процессе? 

в) Найдите минимальное т, при котором случайные величины X = X (() 
и Х х = X (( + т) некоррелированы. 

6.3.4. Пусть функция от т имеет вид 

К(т)=Л 1-|т|/2 П Р И І Т К Г - 
1 0 при | т | > Т . 

Выполните преобразование Фурье для этой функции и докажите, что результа- 
том этого является автокорреляционная функция, реальная только при Т — 2. 

6.4.1. Выборки хъ = 'х(іъ) стационарного случайного процесса X (() про- 
изводятся в моменты времени /д, разделенные интервалом 0,01 с. Значения 
выборок следующие: 


к 

х к 

к 

х к 

к 

х к 

0 

0,19 

7 

— 1,24 

14 

1,45 

і 

0,29 

8 

— 1,88 

15 

—0,82 

2 

1,44 

9 

—0,31 

16 

—0,25 

3 

0,83 

10 

1,18 

17 

0,23 

4 

—0,01 

11 

1,70 

18 

—0,91 

5 

— 1,23 

12 

0,57 

19 

—0,19 

6 

-1,47 

13 

0,95 

20 

0,24 


а) Найдите математическое ожидание реализации. 

б) Найдите оценочную автокорреляционную функцию Г (0,0!я) при п = 
= 0, 1, 2, 3, используя уравнение (6.15). 

в) Решите задачу п. б, используя уравнение (6.16). 
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6.4.2. а) Для данных задачи 6.4.1 определите верхний предел дисперсии 
оценочной автокорреляционной функции, пользуясь приближенными значе- 
ниями, найденными при решении 6.4.16. 

б) Решите задачу п. а, пользуясь значениями, найденными при решении 
задачи 6.4.1 в. 

6.4.3. Пусть действительная автокорреляционная функция случайного про- 
цесса, которому соответствуют данные задачи 6.4.1, имеет вид 


К (*) = 


А (1-|т| /Т) при|т|<7\ 

О при других т. 


а) По критерию минимального среднего квадратического отклонения (см. 
разд. 4.6) найдите А и Т, обеспечивающие наилучшее соответствие этой функ- 
ции оценочной автокорреляционной функции, значения которой вычислены в за- 
даче 6.4.1 б. 

б) Используя результаты п. а и уравнение (6.18), определите еще одно огра- 
ничение сверху приближенного значения автокорреляционной функции. Ср. 
с решением задачи 6.4.2 а. 

6.4.4. Автокорреляционная функция случайного процесса X (?) имеет вид 
Кх (т) = 10 ехр [—5 | т | ] соз 20т. 

Считая, что выборки из процесса производятся с интервалом 0,01 с, опреде- 
лите объем выборки, необходимый, чтобы оценить автокорреляционную функцию 
со средним квадратом отклонения, не превышающим 1 % дисперсии этого 
процесса. 

6.5.1. Пусть реализация случайного процесса имеет вид, представленный 
на рис. 6.4, а, и пусть интервалы между переключениями суть статистически 
независимые экспоненциально распределенные случайные величины (см. разд. 
2.7). Покажите, что автокорреляционная функция этого процесса имеет вид 
двусторонней экспоненты, показанной на рис. 6.4, б. 

6.5.2. Полагая, что значения реализации х (?) случайного процесса X (?) 
из задачи 6.5.1 колеблются между 0 и 2 А, а не ±А, как указано на 
рис. 6.4, а, определите автокорреляционную функцию такого процесса. 

6.5.3. Определите математическое ожидание и дисперсию случайных про- 
цессов со следующими автокорреляционными функциями: 

а) 10 ехр [ — -т 2 ] , б) 10 ехр [ — -т 2 ] соз 2лт 2 , 

в) 10 (т 2 + 8)/(т 2 + 4). 

6.5.4. Пусть автокорреляционная функция случайного процесса имеет 
вид 

Кх (т) = 10 ехр [—2 | т | ] — 5 ехр [—4 |т |]. 

а) Определите математическое ожидание и дисперсию этого процесса. 

б) Дифференцируем ли этот процесс и почему? 

6.7.1. Пусть автокорреляционные функции двух независимых стационар- 
ных процессов X (?) и К (?) соответственно равны 


Кх ( т ) = 25 ехр [—10 | т | ] соз ЮОлт, 

Ку (т) = 16 (зіп 50лт)/(50лт). 

Определите автокорреляционную функцию 

а) процесса X (?) + У (?), 

б) процесса X (?) — У (?). 

в) Вычислите взаимные корреляционные функции процессов, указанных 
в п.п. а и б. 

г) Определите автокорреляционную функцию процесса X (?) У (?). 

6.7.2. Найдите возможные максимальные значения взаимных корреляци- 
онных функций двух случайных процессов из задачи 6.7.1, используя неравен- 
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ство (6.29). Сравните предельное значение, даваемое (6.29), с реальными мак- 
симальными значениями этих взаимных корреляционных функций. 

6 . 7 . 3 . Автокорреляционная функция стационарного случайного процесса 
X (/) имеет вид Йх( х ) = ($іп т/т). Определите 

а) Я хк (т), б) К к (т). 

6 . 7 . 4 . Взаимная корреляционная функция двух стационарных случайных 
процессов X (/) и У (/) имеет вид 

Дду(т) = 16 ехр [— (т — I) 2 ]. 

Найдите взаимную корреляционную функцию для производной случайного 
процесса X (/) и случайного процесса '/(/), т. е. определите К ■ (т). 

6.8.1. Гармонический сигнал описывается выражением 

X (/) •= 0,01 $іп (100/ + 0), 

где Ѳ — случайная величина Равномерно распределенная между — л и л. 
Этот сигнал наблюдается на фоне независимого от него случайного шума, авто- 
корреляционная функция которого равна 

(т) = 10 ехр [—100 | т | ] . 

а) Определите значение автокорреляционной функции аддитивной смеси 
сигнала с шумом при т = 0. 

б) Определите наименьшее т, для которого пиковое значение автокорреля- 
ционной функции сигнала в 10 раз превышает автокорреляционную функцию 
шума. 

6.8.2. Один из способов выделения синусоидального сигнала из смеси с шу- 
мом связан с использованием коррелятора. В этом устройстве напряжение вход 
ной смеси сигнала с шумом умножается на напряжение местного опорного гене 
ратора, которое имеет такую же форму, как и измеряемый сигнал, а затем ма- 
тематическое ожидание полученного произведения выделяется фильтром ниж- 
них частот. Предположим, что напряжение смеси сигнала и шума из задачи 
6.8.1 умножается на опорный сигнал, имеющий вид 

г ( / ) = 10 соз (100/ + ф). 

Произведение равно 

2 (/) = т (/) А (/) + г (/) N (/). 

а) Найдите математическое ожидание случайного процесса 2 (/) при усло- 
вии, что ф предполагается фиксированным, но заранее неизвестным. 

б) Для какого ф ожидаемое значение 1 (/) является наибольшим? 

6.8.3. На передней и задней осях подвижного объекта смонтированы дат- 
чики вибраций, предназначенные для измерения случайных колебаний, выз- 
ванных неровностями поверхности дороги. Напряжение сигнала, поступающего 
от датчика, установленного на передней оси, можно представить в виде 

/ (0 = • (0 + іі (/), 

где сигнал з (/) и шум п х (/) являются реализацями соответствующих независи- 
мых случайных процессов. Сигнал датчика, расположенного на задней оси, описы- 
вается выражением 

(/) = з (/ — т,) + п 2 (/), 

где п 2 (/) — шум, не связанный ни с з (/), ни с п х (/). Все указанные процессы 
являются центрированными. Запаздывание т, зависит от разнесения датчиков и 
скорости подвижного объекта. 

а) Получите соотношение между запаздыванием т, и скоростью движения 
объекта ѵ, полагая, что датчики разнесены на 5 м. 
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б) Нарисуйте структурную схему устройства, пригодного для измерения 
скорости подвижного объекта в диапазоне от 5 до 50 м/с. Определите макси- 
мальное и минимальное значения задержки, необходимые при использовании 
аналогового коррелятора. 

в) Почему существует минимальное значение скорости, которое можно из- 
мерить таким способом? 

г) Какова максимальная скорость, которую можно измерить цифровым кор- 
релятором, если входные сигналы дискретизируются с частотой 12 Гц? 

6.8.4. Угловые размеры звезды можно измерить путем формирования вза- 
имных корреляционных функций сигналов, поступающих с выходов двух сильно 
разнесенных антенных систем, и измерения временной задержки, соответствую- 






V 





С 

5(І - Г,) + П 2 (І) 

8(0 + п г (0 

и о -ч 



щей максимуму взаимной корреляционной функции. Геометрия системы пока- 
зана на рисунке. В такой системе номинальное расстояние между антеннами 
равно 500 м, а среднее квадратическое его отклонение — 0,01 м. Требуется 
измерить угол Ѳ со средним квадратическим отклонением не более 0,001 рад 
для всех Ѳ, лежащих в интервале от 0 до 1,4 рад. Найдите ограничение сверху, 
накладываемое на среднее квадратическое отклонение измеряемой задержки для 
удовлетворения поставленному условию. Указание: для линеаризации соотно- 
шения используйте полный дифференциал. 

6.9.1. Автокорреляционная функция стационарного случайного процесса 
равна 

Кх (т) = 36 ехр [ — 2 | т | ] соз пт. 


Сам процесс периодически дискретизируется с интервалом 0,5 с. Напишите 
выражение ковариационной матрицы для четырех последовательно взятых вы- 
борок из этого процесса. 

6.9.2. Случайный вектор гауссовского распределения имеет вид 



Его ковариационная матрица равна 


Л = 


’ 1 

0,5 

_0 


0,5 

1 

0,5 


0 

0,5 

1 


Определите математическое ожидание А[Х 7 Л~'х]. 

6.9.3. Трансверсальный фильтр представляет собой линию задержки с от- 
водами; сигналы с различных отводов суммируются в определенном весовом 
соотношении, как показано на рисунке. 
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Если задержку между соседними выводами обозначить М, то сигналы на 
отводах линии задержки можно описать вектором 


Аналогично, веса, 
лены вектором 


X (/) = 


Г* (/) 
а :(( — м) 




соответствующие различным отводам, могут быть представ- 


а 0 






а) Напишите выражение для сигнала V (I) на выходе трансверсального 
фильтра, пользуясь обозначениями векторов X (I) и а. 

б) Пусть X (/) — стационарный случайный процесс с автокорреляционной 
функцией Кх (т). Напишите выражение для автокорреляционной функции 
Ку (т) выходного сигнала V (I). 

6 . 9 . 4 . Пусть автокорреляционная функция сигнала, действующего на входе 
трансверсального фильтра из задачи 6.9.3, имеет вид 

= ( 1 — ,Т І /Л< при І Т І< А *. 

I 0 при других т. 

а) Полагая, что трансверсальный фильтр имеет 4 вывода (т. е. N = 3) 
и вес каждого вывода аі = 1 для всех і , определите и изобразите автокорреляцион- 
ную функцию выходного сигнала. 

б) Повторите задачу п. а, полагая вес а; = 4 — і, где і = 0, 1,2, 3. 

ЛИТЕРАТУРА 

См. литературу к гл. 1. Особый интерес по теме этой главы представляют 
книги [3, 6, 8]. 


Глава 7 


Спектральная плотность 


7.1. Введение 


При анализе различных линейных систем широко применяются 
преобразования Фурье и Лапласа, позволяющие достаточно просто 
выполнять необходимые вычисления. Основная причина данного 
упрощения заключается в замене процедуры свертки, используе- 
мой при анализе систем во временной области, на обычную опе- 
рацию умножения частотных характеристик и функций, исполь- 
зуемых при анализе в частотной области. 

Ввиду широкого использования методов анализа в частотной 
области возникает естественный вопрос: рациональны ли эти 
методы при наличии на входе системы случайных воздействий? 
Ответ на этот вопрос оказывается положительным с той поправ- 
кой, что соответствующие соотношения должны быть несколько 
видоизменены, а их использование должно быть достаточно кор- 
ректным с математической точки зрения. Тем не менее даже с уче- 
том этих поправок корректное применение методов частотного 
анализа при воздействии на линейные системы случайных сигна- 
лов позволяет получить те же преимущества, что и для случая 
воздействия детерминированных сигналов. 

Прежде всего целесообразно кратко рассмотреть представле- 
ние в частотной области неслучайных функций времени. Наиболее 
естественным представлением этого вида является преобразование 
Фурье, благодаря которому вводится понятие частотного спектра. 
При этом преобразование Фурье некоторой неслучайной функции 
времени [ (() определяется соотношением 


со 



(7.1) 


— со 


Если, например, / ({) представляет собой изменяющееся во вре- 
мени напряжение, то Р (со) имеет размерность [В/(рад/с)1 и опре- 
деляет относительные амплитуды и фазы незатухающих гармони- 
ческих составляющих, суммирование которых позволяет получить 
исходную функцию / ( і ). Таким образом, амплитудные соотноше- 
ния в преобразовании Фурье характеризуют плотность распреде- 
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ления амплитуд по частоте и поэтому определяют распределение 
энергии по спектру. 

Представляется естественным применить ту же самую матема- 
тическую операцию для случайных сигналов и использовать пре- 
образование Фурье для определенной реализации х (і) случайного 
процесса 


?*(<») = \ х(1)ехр[— ](я1]д1 

•—со 

в качестве представления случайного процесса в частотной об- 
ласти. К сожалению, такая процедура оказывается невозможной 
в силу по меньшей мере двух причин. Во-первых, результат пре- 
образования Фурье оказывается случайной величиной относи- 
тельно ансамбля реализаций (для любой' фиксированной ча- 
стоты ю), так как преобразование Фурье дает разные значения для 
каждой из реализаций случайного процесса х (/). Следовательно, 
преобразование Фурье в таком виде может быть частотным пред- 
ставлением не самого случайного процесса, а лишь его отдельных 
реализаций. Тем не менее это представление могло бы быть ра- 
циональным за счет определения отдельных результатов приме- 
нения преобразования Фурье и усреднения их по множеству 
реализаций. Однако существует вторая, более важная причина 
нерезультативности рассматриваемого подхода. Она заключается 
в том, что по крайней мере для стационарных процессов функция 
Р х (ю) почти никогда не существует! В самом деле, для существо- 
вания преобразования Фурье какой-либо функции времени эта 
функция должна удовлетворять ряду условий, одним из которых 
является ее абсолютная интегрируемость, т. е. абсолютная сходи- 
мость интеграла 

со 

{|дг(0И<оо. (7.2) 

••со 

Это условие никогда не удовлетворяется для любой не равной 
нулю реализации стационарного в широком смысле случайного 
процесса. В этом случае преобразование Фурье в общепринятой 
форме никогда не будет существовать, хотя в принципе оно может 
существовать для функций обобщенного вида, в частности, для 
импульсного сигнала. 

Теперь, когда мы установили, что преобразование Фурье не 
позволяет получить представление случайного процесса в частот- 
ной области, логично попытаться использовать преобразование 
Лапласа, которое по определению обладает свойством абсолютной 
сходимости. Ясно, что обычное одностороннее преобразование 
Лапласа, справедливое для функции / (() при I > 0, неприменимо 
к стационарным в широком смысле случайным процессам. Однако 
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это ограничение вполне преодолимо благодаря возможности ис- 
пользования двустороннего (и для положительных, и для отрица- 
тельных і) преобразования Лапласа. Тогда преобразование Лап- 
ласа будет существовать почти для всех реализаций стационарного 
случайного процесса. 

Однако данный подход оказывается не столь многообещающим, 
как это представляется на первый взгляд, так как просто перево- 
дит проблему существования в область обратного преобразова- 
ния. Исследование данных вопросов требует знания теории 
функций комплексной переменной, что выходит за рамки рассма- 
триваемого материала. Поэтому наиболее приемлемым и простым 
с математической точки зрения подходом является все же приме- 
нение преобразования Фурье, но с использованием ограничений, 
которые обеспечивают его сходимость. Однако даже в этом случае 
не всегда удается строго обосновать правомерность соответствую- 
щих операций, ряд из которых должен восприниматься чисто 
умозрительно. 


7.2. Связь спектральной плотности с преобразованием Фурье 

Для использования преобразования Фурье необходимо видо- 
изменить реализации стационарного случайного процесса таким 
образом, чтобы это преобразование существовало для каждой 
реализации. Есть много способов осуществления такой процедуры, 
но наиболее простым из них является введение нового процесса 
Х Т ( I ) ограниченной длительности, определенного на временном 
интервале | /| <; Т <$ оо: 

Х т (() = 

Следует отметить, что этот усеченный случайный процесс будет 
удовлетворять условию (7.2) при ограниченном значении Т при 
условии, что стационарный процесс X (/), из которого формируется 
Х т ( і ), имеет ограниченную дисперсию. Следовательно, для 
Х т ( I ) будет существовать преобразование Фурье. В действитель- 
ности Х т (I) будет удовлетворять более строгому требованию 
интегрируемости в среднеквадратическом: 

со 

1 1 Х г (0 1 3 ^ < ОО. (7.4) 

— со 

Это условие будет использоваться в дальнейшем изложении. 

Преобразование Фурье для функции Х т ( I ) имеет вид: 

со 

Р.х (м) = | Х г (()ехр [— /со/] й(, Т <оо. 


( Х(і), |/|<Т<оо, 

{О, \і\>Т. 


(7.5) 
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В конечном итоге следует перейти к пределу Г -► оо. Целью 
дальнейшего рассмотрения является доказательство того, что 
математическое ожидание величины | Р х (со) | 2 существует в’ этом 
пределе, даже если не существует Р х (со) для какой-либо реализа- 
ции случайного процесса. Первый этап этого доказательства со- 
стоит в применении теоремы, или равенства Парсеваля к функ- 
циям Х т (/) и Р х (со) х ). Тогда с учетом того, что Х т (/) = О 
при | / 1 <5 Т, получим 

Т со 

| Х 2 Т (/) <11 = (1/2п) ( | р х (со) | 2 гісо. (7.6) 

— Т — со 

Следует заметить, что ІГ* (со) | 2 = Р х (со) Р х ( — со), так как 
Рх ( — о>) — величина, комплексно-сопряженная с Р т (со) для 
Х т (і), являющейся вещественной функцией времени. 

Поскольку искомая величина характеризует распределение 
средней мощности по частоте, на следующем этапе необходимо 
усреднить обе части (7.6) на интервале времени длительностью 
2Т. Разделив обе части выражения (7.6) на 2 Т, получим 


(1/2 Т) | Х\ (І) <и = (1/4яГ) [|/Ц(со)| 2 с/со. (7.7) 

-г 

Очевидно, что левая часть выражения (7.7) пропорциональна 
средней мощности на интервале времени от —Т до Т. Точнее, 
она представляет собой квадрат эффективного значения функции 
Х т (0- Кроме того, для эргодического процесса при Т -*■ оо эта 
величина приближается к значению среднего квадрата случайного 
процесса X (/). 

Однако на данном этапе еще нельзя устремить Т -*■ оо, так 
как Р х (со) не существует в этом пределе. При этом необходимо 
напомнить^ что Р х (со) является случайной относительно ансамбля 
реализаций случайного процесса X (/). Естественно предположить 
(и это может быть строго доказано), что предел математического 
ожидания величины (1/Г) | Р х (оэ) | 2 существует, так как суще- 
ствует интеграл от этой «всюду положительной» функции, как это 
следует из (7.4). Тогда, выполнив усреднение обеих частей выра- 


г ) Теорема Парсеваля гласит, что если / (/) и § (/), являющиеся функциями 
времени, имеют преобразования Фурье Т 7 (со) и О (со) соответственно, то справед- 
ливо равенство 


00 со 

]/(/)* (0 Аі = (1/2я) | Р (о) О (- со) с/со. 

— 00 СО 
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жения (7.7), внося при этом знак математического ожидания под 
знак интеграла и переходя к пределу при Т -> оо, получим 

Е |(1/2Т) | Х\ (0 = Е |(1/4яТ) 1,^И| 2 Ц. 


Ііш (1/2Т) 

Г- СО 



со 

Ііт (1/4яГ) ( Е { | Е х (ш) | 2 } ^со , (7.8) 

Т -*-со — 


со 

(X 2 ) = (1/2я) С Пт 

ѵ Т — ► со 

— 00 


Е{[Г Х (со) I 2 ) 

2Г 


біа). 


Для стационарного случайного процесса усредненный по времени 
средний квадрат случайной функции равен самому среднему 
квадрату, поэтому (7.8) можно записать в виде 

со 

X 2 = (1/2я) Г Нт АІІЦШІфЬ' (7.9) 

а г-* со 

— со 

Подынтегральное выражение в правой части (7.9), которое будем 
обозначать $ х (ш), называется спектральной плотностью слу- 
чайного процесса 

5 х (со)= Ііт - [ 1 ЦР р] . (7.10) 

Еще раз следует напомнить, что только после выполнения опера- 
ции усреднения по множеству реализаций справедлив переход 
к пределу Т ->■ оо. Если X (1) — напряжение, то 5 Х (со) имеет 
размерность [В 2 /Гц], а интеграл от 5 Х (о) в соответствии с (7.9) 
определяет средний квадрат этого напряжения, т. е. 

00 

X 2 (1/2л) \з х (ы)йы. (7.11) 

— со 

Более наглядная физическая интерпретация спектральной 
плотности может быть дана путем анализа средней мощности. 
Если X (/) — флуктуационное напряжение или ток, протекающий 
через резистор сопротивлением 1 Ом, то X 2 есть средняя мощность, 
рассеиваемая этим резистором. Спектральную плотность можно 
интерпретировать как среднюю мощность, сосредоточенную в пре- 
делах полосы частот шириной 1 Гц при центральной частоте 
спектра, равной (со/2л) Гц. [Отметим, что единицей измерения 
частоты является герц, т. е. один цикл, или одно колебание 
Р секунду, а не радиан в секунду, что обусловлено коэффициентом 
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1/2я перед интегралом в (7.11). ] Вследствие того что существует 
однозначная взаимосвязь между спектральной плотностью и сред- 
ней мощностью случайного процесса, спектральную плотность 
часто называют спектром плотности мощности. 

Определенную выше спектральную плотность иногда назы- 
вают двусторонней спектральной плотностью, так как она суще- 
ствует как для положительных, так и для отрицательных значений 
частоты со. Ряд авторов предпочитает пользоваться понятием 
односторонней спектральной плотности, которая обычно выра- 
жается как функция аргумента / = м/2 я и существует только 
для положительных значений /. Если обозначить одностороннюю 
спектральную плотность через О х (/), то средний квадрат случай- 
ного процесса будет определяться выражением 

со 

&= \о х (П<1Г. ( 7 . 12 ) 

о 

Так как односторонняя спектральная плотность определена 
только для положительных частот, справедливо соотношение, 
связывающее ее с двусторонней спектральной плотностью: 


25* (2л/), />0, 
0 , /< 0 . 


(7.13) 


Хотя как односторонняя, так и двусторонняя спектральные плот- 
ности широко используются в научно-технической литературе, 
в интересах соблюдения логики изложения материала в дальней- 
шем мы будем пользоваться только понятием двусторонней спек- 
тральной плотности. Однако читатель должен помнить, что в дру- 
гих источниках может использоваться любое из этих двух поня- 
тий, и при этом важно знать, какое именно. 

Приведенный выше анализ спектральной плотности выполнен 
более детально, чем это принято в рамках вводного рассмотрения. 
Причина этого заключается в попытке избежать трудности чисто 
математической трактовки, которые можно не заметить при 
более поверхностном анализе. Несомненно, данный подход вызы* 
вает дополнительные трудности у читателя на начальном этапе 
изучения спектральной плотности, но представляется, что более 
высокая степень строгости изложения заслуживает и дополнитель- 
ных усилий в освоении материала. Более того, если даже не все 
аспекты рассматриваемого материала поняты достаточно глубоко, 
это должно натолкнуть читателя на мысль о существовании 
ряда менее очевидных трудностей в методах анализа в частотной 
области. 

Другой подход к изучению и анализу спектральной плот- 
ности, определяемой через корреляционную функцию, дается 
в разд. 7.6. С точки зрения практического применения спектраль- 
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ной плотности такое определение, вероятно, является более про- 
дуктивным по сравнению с приведенным выше подходом и проще 
для понимания. Однако при этом не столь очевидной оказывается 
физическая интерпретация спектральной плотности. 

Прежде чем перейти к более детальному рассмотрению свойств 
спектральной плотности, следует отметить, что при анализе 
систем спектральная плотность случайного процесса на входе 
системы играет ту же роль, что и соответствующее преобразование 
неслучайного сигнала. Основное различие заключается в том, 
что спектральная плотность представляет собой плотность мощ- 
ности, а не плотность напряжения. Таким образом, для статисти- 
ческого анализа систем необходимо определить их передаточную 
функцию не по напряжению, а по мощности. 

Упражнение 7.2.1. Стационарный случайный процесс X ( I ) имеет двусто- 
роннюю спектральную плотность вида 

5х(ш) = ( 16я > 

I 0 для всех других со. 

Определить средний квадрат значений этого процесса, ' если а а = 0 и Ь = 2, 
б) а = 2 и Ь ;<= 3. 

Ответы : 16, 32. 

Упражнение 7.2.2. Стационарный случайный процесс имеет двустороннюю 
спектральную плотность вида 

5* (со) = 32/ (со 2 + 16). 


Определить: 

а) среднюю мощность этого случайного процесса, рассеиваемую на рези- 
сторе сопротивлением 1 Ом, 

б) среднюю мощность, рассеиваемую на резисторе сопротивлением 1 Ом, 
при изменении частоты со в диапазоне от — 4 до 4. 

Ответы : 2, 4. 

7.3. Свойства спектральной плотности 

Большинство важных свойств спектральной плотности можно 
кратко охарактеризовать так: 8 Х (<о) есть вещественная, положи- 
тельная, четная функция частоты со. Из анализа преобразования 
Фурье известно, что его модуль — величина вещественная и поло- 
жительная. Следовательно, этими же свойствами будет также об- 
ладать и математическое ожидание этой функции. 

^Отдельный класс спектральных плотностей, нашедших более 
широкое применение, нежели другие, объединяет рациональные 
функции, называемые так потому, что они представляют собой 
отношение полиномов. Так как спектральная плотность является 
четной функцией частоты со, эти полиномы состоят из компонент 
только четных степеней со, а именно 

о /,.\ (а>~ п -(- а 2п _ 2 (р~ п 4 д г со~ а 0 ) 

X ' / 2т I ^ ГЛ 2т— 2 , і і. п 2 і і • 

Ю г ~г • * г 0 3 0> 0о 


(7.14) 


222 


Г лава 7 


Если значение среднего квадрата случайного процесса А" (*) 
конечно, то в соответствии с (7.11) площадь под кривой 8 Х (а) 
также должна быть ограниченной величиной. В данном случае 
необходимо, чтобы выполнялось условие т > п. В дальнейшем 
всегда будет подразумеваться выполнение этого условия, за исклю- 
чением случая белого шума, являющегося специфическим вариан- 
том случайного процесса. Термин «белый шум» используется 
для случайного процесса, спектральная плотность которого по- 
стоянна для всех со, т. е. 8 Х (м) = 5„. Хотя такой процесс физи- 
чески не может существовать (так как его средний квадрат равен 
бесконечности), он является удобной математической моделью, 
в значительной степени упрощающей многие вычисления, кото- 
рые в ряде случаев оказываются весьма затруднительными. 
Обоснование правомерности и иллюстрация применения данного 
подхода (с использованием белого шума) более подробно при- 
водятся ниже. 

В качестве примера рациональной спектральной плотности 
рассмотрим функцию 

X .. („Л - 16 (<° 4 Е 12а> 2 + 32) _ 16 (ш 3 + 4) (ш 2 + 8) 

. ; ~ ш« + 18ш 4 + 92ш 2 + 120 (со 2 + 2) (со 2 + 6) (со 3 + 10) ’ 

Заметим, что эта функция удовлетворяет всем требованиям, предъ- 
являемым к спектральным плотностям, а именно она является 
вещественной, положительной и четной относительно со. Кроме 
того, степень знаменателя превышает степень числителя, так что 
спектральная плотность стремится к нулю при со -* оо. Следова- 
тельно, случайный процесс, описываемый этой спектральной плот- 
ностью, будет иметь конечное значение среднего квадрата. Подоб- 
ная форма записи для спектральной плотности часто оказывается 
полезной при вычислении интеграла, необходимого для определе- 
ния среднего квадрата случайного процесса. Такая процедура 
более подробно рассматривается в следующем разделе. 

Возможно также существование спектральных плотностей, 
не являющихся рациональными функциями. Типичный пример 
этого случая — спектральная плотность вида 

(со) = (зіп 5со/5со) 2 . 

Как будет показано ниже, это выражение определяет спектраль- 
ную плотность случайного двоичного сигнала. 

Спектральные плотности данного типа непрерывны и как 
таковые не могут описывать случайные процессы, имеющие по- 
стоянную или периодическую компоненты. Причину этого не- 
сложно понять, если интерпретировать спектральную плотность 
как среднюю мощность, распределенную в пределах единичного 
интервала частот. Любая постоянная составляющая случайного 
процесса представляет собой процесс с конечной средней мощ- 
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ностью, сосредоточенной при со = 0 в пределах спектра нулевой 
ширины, так как эта составляющая имеет дискретный частотный 
спектр. Конечная мощность в пределах спектра нулевой ширины 
эквивалентна бесконечной спектральной плотности. Следова- 
тельно, в данном случае спектральная плотность будет бесконечна 
на нулевой частоте и конечна на любой другой, т. е. она будет 
содержать дельта-функцию при со = 0. Аналогичные доводы при- 
менительно к периодическим компонентам подтверждают суще- 
ствование дельта-функций на соответствующих дискретных ча- 
стотах. Строгий вывод этих результатов будет способствовать 
большей доказательности этих доводов и в то же самое время 
будет иллюстрировать применение основного соотношения (7.10) 
для вычисления спектральных плотностей. 

С целью получения требуемых соотношений рассмотрим ста- 
ционарный случайный процесс 

X (0 =» А + В сое {щі + Ѳ), (7.15) 


где А, В и (о х — постоянные, а Ѳ — случайная величина, рав- 
номерно распределенная в интервале [0, 2л], т. е. 

| 1/2я, 0<Ѳ<2л, 

^ ^ (О при других Ѳ. 


Преобразование Фурье усеченной реализации Х Т (/) равно 
т 

Р х (со) = I* [ А + В сов (о )К + Ѳ)] ехр [ — /со/] сіі = 

— т 


= А 


ехр [— / ой] 
— /со 


т 

-т 


В ехр {/[(сох — ш)( + Ѳ]} т 
2 / (СО! — со) -г 


В ехр{-/[(со! + о)П + Ѳ]) т 
2 —/(«о 1 + со) - т • 


Подстановка пределов и упрощение приводят к 


Рх(®) 


2А 5іп со Т 
со 


, д Г ехр (/Ѳ) $іп (со — СО!) Т 

' [ СО — СОі 1 

. ехр ( — /Ѳ) 8 іп (со + Ші) Т 

' (0 + СО! 


(7.16) 


Квадрат модуля Р х (со) содержит девять слагаемых, часть кото- 
рых не зависит от случайной величины Ѳ, а остальные содержат 
либо множитель ехр [±/Ѳ], либо ехр [±/2Ѳ]. Ввиду того что 
результат усреднения всех членов, содержащих Ѳ, окажется 
равным нулю, целесообразно представить квадрат модуля в сим- 
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волической форме, не определяя все коэффициенты. Таким об- 
разом, 


I Р х И| 


12 __ 


4 А 2 зіп 2 (оТ 
оТ 


|- В 2 


8ІП 2 (со --- (Ох) Т 8ІП 2 (0) -)- Ші) Т 
(О) — СО!) 2 


(СО + СО!) 2 

+ С (со) ехр [/Ѳ] + С (— со) ехр [— /Ѳ] + й (со) ехр [/2Ѳ] + 

+ О (— со) ехр [ — /2Ѳ]. (7.17) 

Рассмотрим теперь математическое ожидание какого-либо 
слагаемого, содержащего Ѳ. Каждое из этих слагаемых имеет вид 
О (со) ехр [/иѲ], а его математическое ожидание равно 


2я 


Е [О (со) ехр ЦпѲ)] = С (со) | (1/2я) ехр [/лѲ] сіѲ = 

О, я = ± 1 , ~+~ 2. 


2Л 

О 


(7.18) 


_ О (со) ехр [/лб] 

2я /я 

Таким образом, последние четыре слагаемые в (7.17) оказываются 
равными нулю, а математическое ожидание принимает вид 


Я[|/^(о>)|»] = 4Л«р!^]+В«[ 


8ІП 2 (СО — СО!) Т . 

(СО — СОі) 2 

I 8ІП 2 (СО + СОі) Т 


(СО + СОі) 2 

В соответствии с (7.10) спектральная плотность равна 


(7.19) 


«*(.)- и» {2*7- 


ВЧ Г 8ІГ1 (со — СОі) Г 1 2 


2 

ВЧ 


+Ч-[ 


(со — СОі) Т 

5ІП (со + СОі) Т 


(со + СОі) Т 


г+ 


(7.20) 


Для вычисления предела рассмотрим предельное значение 
множителя Ііш Т (зіп соТ/соТ) 2 , входящего в первое слагаемое. 

Ясно, что этот предел равен нулю для всех ненулевых значений со, 
так как зіп 2 со Т не может превышать единицу, а знаменатель 
возрастает по мере увеличения Т. Однако при со = 0 имеем 
(зіп со 77 со 7 1 ) = 1, и соответствующий предел равен бесконечности. 
Следовательно, можем записать 


ЙЧтгГ-им. 


(7.21) 

і -*>оо ' — ' 

где К — относительная высота 5-функции, которая выше не была 
определена. Значение К можно найти приравниванием площадей, 
ограниченных функциями, стоящими в правой и левой частях 

выражения (7.21): 

]^(со)сісо. 


(7.22) 
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Интеграл в левой части является табулированным и равен л 
для всех значений Т /> 0. Следовательно, предельный переход 
становится очевидным, и из (7.22) получаем К = я. 

Аналогичная процедура может быть использована для других 
слагаемых соотношения (7.20). Предоставляем это читателю в ка- 
честве упражнения. Окончательный результат должен быть равен 

5 у (о,) 2лЛ 2 6 (со) + (л/2) ВЧ (со — со,) + (л/2) ВЧ (со + со,). 

(7.23) 

Эта спектральная плотность изображена на рис. 7.1. 



/ 

Ч 




2 7г А 2 




У 

V 


~ в 2 


ТВ 2 


2 


2 


0 о» х 


Рис. 7.1. Спектральная плотность постоянной составляющей и синусоидаль- 
ной компоненты. 

Представляет интерес определить площадь под кривой спек- 
тральной плотности, чтобы убедиться в том, что выражение (7.23) 
действительно дает значение среднего квадрата случайного про- 
цесса. В соответствии с (7.11) имеем 

X 2 = (1/2л) | [2лА 2 б (со) -(- (л/2) В 2 б (со — (щ) -}- 

+ (л/2) В 2 б(со + со 1 )1с/о) = (1/2л)[2лА 2 + (л/2) В 2 +(я/2)В 2 ] = 

= А 2 + В 2 / 2. (7.24) 

Нетрудно убедиться, что тот же самый результат может быть 
получен путем усреднения функции X 2 ( і ) по ансамблю реализаций. 

Следующий числовой пример будет служить иллюстрацией 
дискретной спектральной плотности. Предположим, что имеется 
стационарный случайный процесс вида 

X (і) = 5 + 10 5Іп (6* + Ѳ,) + 8 соз (12/ + Ѳ 2 ), 

где Ѳ х и Ѳ 2 — независимые случайные величины, равномерно 
распределенные в интервале [0, 2л]. Заметим, что, так как фазы 
равномерно распределены в пределах 2л радиан, отсутствуют 
различия между синусной и косинусной составляющими, к кото- 
рым применимы полученные выше результаты. Это было бы не- 

8 Дж. Купер 
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правомерно, если бы фазы не были равномерно распределены в этом 
интервале. В силу (7.23) можем сразу записать выражение для 
спектральной плотности этого процесса: 

5 л- (со) = 2я5 2 6 (со) + (я/2) 10 2 6 (со — 6) + 

+ (я/2) 10 2 б (со + 6) + (я/2) 8 2 6 (со — 12) + 

+ (я/2) 8 2 6 (со + 12) = л [506 (со) + 506 (со — 6) + 

+ 506 (со + 6) + 326 (со — 12) + 326 (со + 12) 1. 

Из (7.24) нетрудно вычислить значение среднего квадрата данного 
случайного процесса: 

X 2 = 5 2 + (1/2) ІО 2 + (1/2) 8 2 = 107. 



Рис. 7.2. Последовательность импульсов со случайными амплитудами. 

Из приведенного примера ясно, что определение спектральной 
плотности и среднего квадрата случайного процесса, содержа- 
щего гармонические компоненты, представляет собой несложную 
процедуру. 

Возможно также существование спектральных плотностей, 
содержащих как непрерывную, так и дискретную компоненты. 
Соответствующие примеры часто возникают в системах связи или 
в системах дискретного (прерывистого) управления в случае, 
если реализация х ( і ) случайного сигнала представляет собой 
последовательность импульсов со случайными амплитудами 
(рис. 7.2). В данном случае предполагается, что все импульсы 
имеют одинаковую форму, а их амплитуды являются случайными 
величинами, статистически независимыми от импульса к импульсу. 
Полагается, что эти случайные величины (амплитуды) имеют оди- 
наковые математические ожидания У и равные дисперсии Оу. 
Период повторения импульсов неизменен и равен і ъ а момент 
взятия отсчета і 0 для какой-либо реализации является случайной 
величиной, равномерно распределенной в интервале длитель- 
ностью і х . 

Полный вывод выражения для спектральной плотности до- 
статочно трудоемок и поэтому здесь не приводится, однако окон- 
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чательный результат имеет несколько интересных особенностей 
Этот результат получается вследствие применения преобразова- 
ния Фурье Р (со) к импульсу, описываемому функцией / (/), 
и имеет вид 


(со) = | Р (со) | 1 2 3 


вуііі + (2л (К) 2 // 2 ) 2] б (со — 2пп/іі) 


(7.25) 


Если импульс имеет прямоугольную форму, а его длительность 
равна 4. то соответствующая спектральная плотность будет иметь 
вид, изображенный на рис. 7.3. Из выражения (7.25) можно 
сделать следующие выводы общего характера: 


/ ч 



Сі> 


Рис. 7.3. Спектральная плотность последовательности прямоугольных им- 
пульсов со случайными амплитудами. 

1. Как непрерывная составляющая спектра, так и его дискрет- 
ные компоненты (их интенсивность определяется относительной 
высотой 6-функций) пропорциональны квадрату модуля преоб- 
разования Фурье огибающей элементарного импульса. 

2. Если математическое ожидание амплитуд импульсов равно 
нулю, то даже при условии периодического характера их следова- 
ния будет отсутствовать дискретная составляющая спектра. 

3. Если дисперсия случайных амплитуд импульсов равна нулю, 
то будет отсутствовать непрерывная составляющая спектра. 

Вышеприведенный результат можно проиллюстрировать на 
примере последовательности прямоугольных импульсов со слу- 
чайными амплитудами. Пусть огибающая каждого элементарного 
(единичного) импульса описывается функцией 


| 1 при —0,01 <^<0,01, 
| 0 при других і, 


и пусть период повторения импульсов составляет 0,1 с, а ампли- 
туды этих импульсов являются независимыми случайными вели- 
чинами. равномерно распределенными в интервале 10, 121. Пер- 
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вый этап решения этой задачи заключается в определении пре- 
образования Фурье огибающей элементарного импульса: 

0,01 

Р (со) — [ (1) ехр [— /со/] йі — 0,02 (зіп 0,01 со/0,01 оэ). 

— о.'оі 

Далее необходимо определить математическое ожидание и диспер- 
сию случайных амплитуд. Так как амплитуды распределены рав- 
номерно, то эти статистические характеристики соответственно 
равны 

7(1/2) (0+ 12) = 6, «ту = (1/12) (12 — О) 2 = 12. 

Теперь из (7.25) можно определить искомую спектральную плот- 
ность 


$х (со) = [0, 02 


5ІП 0,0 1 СО ] 
0 , 01(0 \ 



2л (6) 2 
0,01 2 


2 6 (“ 

[= — оо 


2лп \ 

оЖ/ 


8ІП 0,01(0 1 2 
0,01(0 ] 


оо 

0,48 + 904 ^ 5 (со — 200лл) 

*оо 


Отсюда видно, что спектральная плотность содержит как непре- 
рывную составляющую, так и бесконечное число дискретных 
частотных компонент. 

Еще одно свойство спектральной плотности относится к слу- 
чаю дифференцирования случайного процесса. Предположим, что 
X (і) = йХ ( і)/йі , а X (і) имеет спектральную плотность, опреде- 
ляемую в соответствии с выражением 


/+ (со) 


Нт 

Т -+-оо 


^[+х ((О) I 2 ] 

2 Т 


Ограниченный во времени (усеченный) процесс Х т ( і ) будет иметь 
преобразование Фурье вида ]'аР х (со) наряду с дополнительными 
компонентами в виде двух постоянных, обусловленных наличием 
разрывов процесса при і = +Т и стремящихся в пределе к нулю. 
Следовательно, спектральная плотность производной X (/) слу- 
чайного процесса X (і) равна 

5 (со) = Ит ІДІ/со+с (со) (-/со) ^(-(0)1.1 = о)2 Ит _Е [ \Рх рП 

Т-ьоо 21 Т-+0О 2Т 

= со 2 5, ѵ (со). (7.26) 

Таким образом, в результате дифференцирования формируется 
новый случайный процесс, спектральная плотность которого 
в ю 2 раз отличается от спектральной плотности исходного про- 
цесса. В связи с этим следует отметить, что если 8 Х (со) отлична 
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от нуля при со - 0, то 5^. (со) - 0 при со = 0. Кроме того, если 
5 Л - (со) убывает не быстрее функции 1/со 2 при со -> оо, то при 
больших со спектральная плотность 5^. (со) стремится к постоян- 
ному значению, а средний квадрат производной случайного про- 
цесса становится бесконечно большим. Этот случай соответ- 
ствует недифференцируемому случайному процессу. 

Упражнение 7.3.1. Стационарный случайный процесс X ( і ) имеет спектраль- 
ную плотность вида 

&х (со) = 8лб (со) + Зблб (со — 16) 4- Зблб (со -(- 16). 

а) Перечислить частоты всех составляющих данного процесса. 

б) Определить математическое ожидание процесса X ( I ). 

в) Определить дисперсию этого случайного процесса. 

Ответы-. 0, ±2, ±16, 36. 

Упражнение 7.3.2. Случайный процесс представляет собой последователь- 
ность прямоугольных импульсов, имеющих длительность 1 мс и период следо- 
вания 5 мс. Амплитуды импульсов являются независимыми случайными ве- 
личинами, равномерно распределенными в интервале [А, В]. Для каждого из 
следующих значений пар величин А и В определить, имеет ли спектральная 
плотность: только непрерывную составляющую, только дискретные составляю- 
щие, обе из этих компонент, ни одной из этих компонент, при 

а ) А = —5, В = 5, б) А = 5, В = 15, в) А = 8, В = 8, г) А = 0, В = 8. 

Ответы, обе компоненты; ни одной из этих компонент; только дискретную 
составляющую; только непрерывную составляющую. 


7.4. Спектральная плотность и плоскость комплексных чисел 


До сих пор спектральная плотность выражалась как функция 
вещественной угловой частоты со. Однако в приложениях к ана- 
лизу систем часто оказывается более удобным выражать ее через 
комплексную частоту 5, так как именно такое представление пере- 
даточных функций линейных систем является более рациональ- 
ным. Подобная замена может быть осуществлена простой подста- 
новкой 5 вместо /со. Следовательно, вид спектральной плотности 
относительно оси /со плоскости комплексных частот сохраняется. 

Формально переход к плоскости комплексных частот выпол- 
няется заменой со на — /5, или со 2 на — 5 2 . В результате спектраль- 
ная плотность должна обозначаться как ( — /$), однако такое 
обозначение нельзя признать удачным. Поэтому спектральная 
плотность на 5 -плоскости будет обозначаться просто как ($). 
Очевидно, что $ ѵ (з) и 5 А (со) — несколько различающиеся функ- 
ции, так что соответствующие представления являются скорее 
символическими, нежели принципиальными. 

Для частного случая рациональных спектральных плотностей, 
когда присутствуют только четные степени частоты со, такая за- 
мена переменных эквивалентна подстановке — 5 2 вместо со 2 . Напри- 
мер, рассмотрим рациональную спектральную плотность 


5 а -(со) = 


10 (со 3 + 5) 
со 4 + 10со 3 + 24 * 


230 


Глава 7 


Если выразить эту функцию через аргумент 5 , то получим 


с с / .... 10 ( — + 5) 

(С °' “ І 8 > - У 4 - I Оз 2 4- 24 


(7.27) 


Любая спектральная плотность может быть представлена (за 
исключением коэффициента пропорциональности) в виде сочета- 
ния нулей и полюсов в плоскости комплексных частот. Такое 
представление часто оказывается удобным для некоторых вычис- 
лений, которые будут рассмотрены в следующих разделах. Для 
иллюстрации сказанного рассмотрим спектральную плотность 
(7.27), которая может быть представлена в виде произведения 
сомножителей 

-10(5+ / 5 ~) (5 - ѴТ ) 


$*(*) = 7 


(5 + 2) (5-2) <5 +^б)(5-Кб) 


-Уб -Уб -2 


}Ѵ 


2 Уб Уб 


Рис. 7.4. Изображение нулей (кружки) и полюсов (крестики) спектральной 

плотности. 

и для которой сочетание нулей и полюсов иллюстрируется рис. 7.4. 
Важной особенностью данного геометрического представления 
является его симметрия относительно оси /іо. Если спектральная 
плотность не является рациональной, справедлива та же самая 
замена переменных, которая, правда, может быть и не столь яв- 
ной. Например, спектральная плотность (7.25) может быть выра- 
жена в плоскости комплексных частот в виде 


5х(ь') — Р (з) Р ( — з) \оуІі\ -)- [2л (Ѵу/і]] X!, б (5 — ]2пп/{[)\ , 


(7.28) 

где Р (5) — преобразование Лапласа огибающей элементарного 
импульса / ((). 

Помимо того что использование комплексных частот облегчает 
анализ систем с помощью спектральных плотностей, при этом 
упрощается вычисление значений средних квадратов случайных 
процессов. Соответствующие прикладные вопросы рассматри- 
ваются в следующем разделе. 

Упражнение 7.4.!. Стационарный случайный процесс имеет спектральную 
плотность вида , 

25 (со 2 + 16) 
ш 4 + 34® 2 + 225 * 


$Х (ю) = 
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Определить положение полюсов и нулей этой спектральной плотности в пло- 
скости комплексных частот. 

Ответы : ±3, +4, ±5. 

Упражнение 7.4.2. Стационарный случайный процесс X (і) имеет спек- 
тральную плотность вида 

о / ч со 2 (со 2 + 25) 

х 1<в > ~ со 6 — ЗЗо) 4 + 463С0 2 + 7569 * 

а) Доказать, что эта спектральная плотность положительна для всех зна- 
чений ш. 

б) Определить положение полюсов и нулей этой спектральной плотности 
в плоскости комплексных частот. 

Ответы. О, ±3, ±5, ±2, ±/5. 

7.5. Взаимосвязь среднего квадрата случайного процесса 
со спектральной плотностью 

В процессе определения спектральной плотности было пока- 
зано, что средний квадрат случайного процесса равен 

оо 

X 2 = (1/2л) | 5* (со)гісо, (7.11) 

— ОО 

т. е. средний квадрат пропорционален площади, ограниченной 
функцией спектральной плотности. 

Вычисление интеграла вида (7.11) может быть сопряжено со 
значительными трудностями, если спектральная плотность яв- 
ляется сложным аналитическим выражением или содержит вы- 
сокие степени аргумента со. Классический подход к выполнению 
такого интегрирования заключается в замене переменной интегри- 
рования на комплексную переменную (подстановкой 5 вместо /со) 
и использовании ряда теорем, касающихся правил интегрирования 
по замкнутому контуру в комплексной плоскости. По-видимому, 
это наиболее простой и результативный способ вычисления сред- 
него квадрата случайного процесса, требующий, однако, владе- 
ния аппаратом теории функции комплексной переменной. Мето- 
дика применения соответствующих вычислительных процедур 
для заинтересованных в указанном методе дается в конце раздела. 

Другим методом, который мы рассмотрим в первую очередь, 
является применение ряда табулированных функций для рацио- 
нальных спектральных плотностей. Эти табулированные функции 
в общем виде представляют собой полиномы разных степеней, 
а их использование заключается в простой подстановке соответ- 
ствующих чисел. Существование таких функций обусловлено 
в первую очередь симметрией спектральной плотности. Вследствие 
этой симметрии всегда представляется возможность выразить 
рациональную спектральную плотность в виде сомножителей 

с с (*) с (— X) 
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где с {$) содержит нули левой полуплоскости, с ( — 5 ) — нули 
правой полуплоскости, сі (з) и сі ( — 5) — соответственно полюсы 
левой и правой полуплоскостей. 

К.% Если в соотношении (7.11) при выполнении интегрирования 
вместо вещественной переменной использовать комплексную пере- 
менную 5 , то значение среднего квадрата становится равным 

] ОО I Ой 

А' 2 = |(1/2 пі) ] 5 Л - ( 5 ) йз = ( 1 /2я/) | (7.30) 

/°° /СО 


В частном случае рациональных спектральных плотностей функ- 
ции с (5) и сі (з) являются полиномами относительно 5 и могут 
быть записаны в виде 

С (з) = С п _і5 п 1 -)- С п _у5 п - — (— • • - — )— С 0 , 

СІ ( 5 ) — <І п З п ф- сі п _ 1 з п 1 — • - • — сі 0 . 

Некоторые коэффициенты полинома с ( 5 ) могут равняться нулю; 
сі (з) должен иметь степень более высокого порядка, чем с (5)’ 
и не должен иметь недостающих коэффициентов. 

Интегралы вида (7.30) табулированы для значений л вплоть 
до 10, хотя уже при п, превышающих 3 или 4, результаты оказы- 
ваются столь сложными, что их достоверность вызывает сомнение. 
Соответствующие табулированные интегралы в сокращенном виде 
приведены в табл. 7.1. 


Таблица интегралов 


Таблица 7.1 


-/со 

с ( 5 ) ~ ^П-1 5 “Ь с п - ’ * ■ ~Ь Го 
сі (5) = й п в ф- сі п _ 1 з п * і - ■ ■ • Ссіц 

/ =_ 

1 2^1 
у _ С\й 0 ф- 
2 2Л 0 й 1 с1 г 

Г;фпФ (Г] 2 с (І Со) СІрСІч ф 

24 0 ^ 3 (с?іС?2 — 


В качестве примера такого расчета рассмотрим спектральную 
плотность вида 

с / \ со 2 + 4 

■ Ьх(С,))= ш 4 -|- Юсо- ф- 9 • 
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В 


результате замены со на — уз получаем 


( 5 ) 


— (х 2 — 4) 
х 1 — Ю«а 9 


— (х 2 — 4) 
(х 2 — 1 ) (х 2 — 9) • 


(7.31) 


Это выражение можно представить в виде произведения сомножи- 
телей 


откуда 


5дг (5) 


(х + 2) (- х + 2) 

(х+ 1 ) (х + 3) (-х+ 1 ) (-х + 3)’ 


следует, что 

С (5) = 5 + 2, 


(7.32) 


й (5) = (5 + 1 ) (5 + 3 ) = 5 2 + 45 + 3 . 

Мы имеем случай п = 2; при этом с х = 1, с 0 = 2, с* 2 = 1, = 4, 

сі 0 = 3. В соответствии с табл. 7.1 интеграл / 2 равен 

, __ с2 Л + с 2 0 а 2 ( 1 ) 2 ( 3 ) + ( 2 ) 2 ( 1 ) .3 + 4 7 

2 2 ( 3 ) ( 4 ) ( 1 ) ~ 24 ~ 24 ' 


Поскольку X 2 — / 2 , имеем X 2 = 7/24. Этот расчет выполняется 
чисто механически и не требует глубоких теоретических знаний. 
Однако при использовании этих процедур должен выполняться 
ряд условий, на что обращается внимание читателя. Во-первых, 
как было отмечено выше, степень полинома сі (з) должна превы- 
шать степень с ( 5 ). Во-вторых, корни с ( 5 ) и сі (з) должны распо- 
лагаться только в левой полуплоскости. И в-третьих, необходимо, 
чтобы корни <1 ( 5 ) не лежали на оси /со. 

В рассмотренном примере спектральная плотность является 
рациональной и, следовательно, не содержит б-функций. Таким 
образом, случайный процесс, который описывает данная спек- 
тральная плотность, имеет нулевое математическое ожидание, 
а значит, значение его среднего квадрата равно дисперсии. Тем 
не менее на практике часто встречаются случаи, когда непре- 
рывная составляющая спектральной плотности выражается ра- 
циональной дробью, но наряду с ней существуют и дискретные 
составляющие, наличие которых обусловлено компонентами с не- 
нулевыми математическими ожиданиями или периодическими 
компонентами. В таких случаях при определении среднего ква- 
драта случайного процесса необходимо осуществлять раздельный 
анализ непрерывной и дискретной компонент спектральной плот- 
ности. Для иллюстрации рассмотрим следующий пример. Пусть 
спектральная плотность описывается выражением 

5 Х (со) ~ 8лб (со) Зблб (со — '16)’-{- 
+ Зблб (со + 16) + 25 (со 2 + 16)/(со 4 + 34 со 2 + 225), 
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Из рассмотрения материала разд. 7.3 и уравнения (7.24) следует, 
что составляющая среднего квадрата, обусловленная дискрет- 
ными компонентами, равна 

Х 2 а = (1/2л) (8я + 36л + 36л) = 40. 

Заметим, что это значение включает в себя и математическое ожи- 
дание ±2. Непрерывная составляющая спектральной плотности 
может быть выражена как функция аргумента з в виде 


5л-с(5) 


25 (— « 2 + 16) 

« 4 — 34з 2 + 225 * 


или в форме произведения сомножителей 

О /-Ѵ _ [5(5 + 4)] [5 (-5 + 4)] 

А ' с ~ [(5 + 3) (5 + 5)] [(- 5 + 3) (- 5 + 5)] • 


Теперь ясно, что 

с (з) = 5 (з + 4) = 5з + 20, 
откуда с 0 = 20, а с А = 5. Также имеем 

& (з) = (з + 3) (3 4- 5) = з 2 + 8з + 15, 

откуда с1 0 = 15, = 8 и сі 2 = 1. Используя выражение интеграла 

/ 2 из табл. 7.1, получим 


(5) 2 (15) -| (20) 2 (1) 
2 (15) (8) (1) 


3,229. 


Следовательно, суммарное значение среднего квадрата рассма- 
триваемого случайного процесса равно 

X* = 40 + 3,229 = 43,229. 


Так как математическое ожидание этого случайного процесса 
равно ±2, его дисперсия составляет ох- = 43,229 — (2) 2 = 39,229. 

Выше отмечалось, что интегрирование на комплексной пло- 
скости представляет собой универсальный и весьма эффективный 
метод вычисления интегралов, представленных в форме (7.30). 
Краткое изложение теории такого интегрирования дается в при- 
ложении И, а в данном разделе будет дан анализ еще одного ме- 
тода вычисления среднего квадрата случайного процесса по из- 
вестной спектральной плотности с использованием правил этого 
интегрирования. С тем чтобы познакомить читателей с возмож- 
ностями такой универсальной процедуры, обсуждаются только 
технические приемы указанного метода. Читатель должен, однако, 
учесть, что имеется множество тонкостей, связанных с исполь- 
зованием математического аппарата теории функций комплексной 
переменной, которые могут оказаться существенными в отсут- 
ствие необходимых теоретических знаний, и читатель должен 
быть нацелен на освоение соответствующих вопросов теории. 
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Рассматриваемый в данном разделе метод основан на вычисле- 
нии вычетов, а его процедура в значительной степени аналогична 
методике определения обратного преобразования Лапласа. Рас- 
смотрим, например, спектральную плотность, определенную со- 
отношениями (7.31) и (7.32). Эта спектральная плотность может 
быть представлена в виде сочетания полюсов и нулей, что иллю- 

Іш 

5- плоскость 

К ѳ х х ѳ К — а 

-3-2-1 0 1 2 3 

Рис. 7.5. Изображение нулей и полюсов спектральн(?й плотности. 


стрируется рис. 7.5. Контур интегрирования, определяемый урав- 
нением (7.30), проходит вдоль оси /со, однако применение метода 
интегрирования на комплексной плоскости, рассмотренного в при- 
ложении И, требует наличия замкнутого контура. Такой замкну- 
тый контур может быть получен путем добавления полуокруж- 
ности бесконечно большого радиуса, замыкающей либо левую, 
либо правую полуплоскости. Ис- 
пользование левой полуплоскости 
позволяет снизить степень затруд- 
нений, связанных с алгебраиче- 
скими знаками, поэтому в дальней- 
шем будем полагаться на выбор 
контура интегрирования, изоб- 
раженного на рис. 7.6. Чтобы 
интеграл по этому замкнутому 
контуру был равен интегралу 
вдоль оси /со, необходимо, чтобы 
при Я оо его компонента, со- 
ответствующая полуокружности, 
стремилась к нулю. Для рацио- 
нальных спектральных плотностей это справедливо всегда, 
когда степень полинома знаменателя выше степени полинома 
числителя (так как присутствуют члены только четных степеней). 

Основная теорема в теории функций комплексной перемен- 
ной утверждает, что значение интеграла по замкнутому контуру 
в односвязной области на комплексной плоскости в 2л/ раз больше 
суммы вычетов Д 8; - в полюсах 5 ; , содержащихся внутри этого кон- 
тура (см. (И.З) в приложении И). Поскольку в выражение для 
среднего квадрата входит множитель 1/(2л/), а выбранный замкну- 
тый контур полностью принадлежит левой полуплоскости, зна- 



Рис. 

ДЛЯ 


7.6. Контур интегрирования 
вычисления среднего квадрата 
случайного процесса. 
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чение среднего квадрата в общем случае может быть выражено как 


X 2 = XI (вычеты в левой полуплоскости) = ^ К). (7.33) 


Для рассматриваемого примера (рис. 7.6) в левой полупло- 
скости имеются полюсы 5, — 1 и 5 2 = — 3. Вычеты легко вы- 

числить умножением 5 х ( 5 ) на множитель (5 — содержащий 
указанный полюс, полагая затем 5 равным значению этого полюса 
(см. пример 1 в приложении И). Таким образом, имеем 

= №+ ')5л-№-, = [ „ = КДД!!з, ]^_, = 3/16. 

= [<« + 3) 5, ф]„-з - [ ,,ІГ)^!Д- 3) ]„-, = 5 '«- 

Из (7.33) следует 

X 2 = 3/16 + 5/48 = 7/24, 


что равно полученному выше значению. 

Если полюсы имеют порядок п > 1 , то для вычисления выче- 
тов могут быть использованы более общие приемы, рассмотрен- 
ные в приложении И. Тем не менее значение среднего квадрата 
по-прежнему определяется формулой (7.33). 

Упражнение 7.5.1. Стационарный случайный процесс X ( I ) имеет спек- 
тральную плотность вида 


(со) = 1 6/ (со 4 13о) 2 -{- 36). 


а) Пользуясь табл. 7.1, определите значение среднего квадрата этого слу- 
чайного процесса. 

б) Решите эту же задачу, применив интегрирование по замкнутому контуру. 

Ответ : 4/15. 

Упражнение 7.5.2. При анализе условий, выполнение которых необходимо 
при использовании табл. 7.1, было отмечено, что в полиноме (і ( 5 ) коэффициенты 
не должны быть равны нулю. 

а) Объясните, почему необходимо выполнение этого условия. 

б) Проверьте ваши выводы, убедившись сначала в том, что выражение 


5 Х (ш) = 


(О 2 4 - 1 

со 4 — 4іо 2 + 4 


определяет реальную спектральную плотность, а затем попытайтесь использо- 
вать таблицу для вычисления соответствующего значения среднего квадрата 
случайного процесса. 


7.6. Взаимосвязь между спектральной плотностью 
и корреляционной функцией 

Как было показано в гл. 6, корреляционная функция есть 
математическое ожидание произведения временных функций. С 
другой стороны, в настоящей главе мы убедились в том, что 
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спектральная плотность связана с математическим ожиданием 
произведения преобразований Фурье от этих функций. По-ви- 
димому, должна существовать непосредственная связь между 
двумя указанными математическими ожиданиями. Чисто интуи- 
тивно можно допустить, что спектральная плотность является 
преобразованием Фурье (или Лапласа) от корреляционной функ- 
ции, что в действительности окажется справедливым. 

Сначала рассмотрим нестационарный случайный процесс, а за- 
тем конкретизируем полученные результаты на случай стационар- 
ного процесса. В соответствии с (7.10) спектральная плотность 
была определена как 


5 лс (со) 


Ніи 


Е I I Рх И I 2 ] 

2 Т 


где Р х (со) — преобразование Фурье усеченной (т. е. ограниченной 
во времени) реализации случайного процесса, а именно 


т 

Р х И - | Х г (/)ехр I —}ыі\<іі; Тс оо. (7.34) 

—г 


Подстановка (7.34) в (7.10) дает 


(со) - 


Пт (1/27)7 

Т — ► со 


- т 

] Х т (і г ) ехр [/соЧ] Аі г X 
т 

т 

X | Х г (/ 2 )ехр[— /со/ 2 ]Л 2 , 
—т 


(7.35) 


так как |7 Ѵ (со)| 2 = Р х (<и) Р х ( — со). Здесь вместо і введены 
две переменные и і 2 , чтобы не было путаницы между перемен- 
ными интегрирования при представлении произведения двух ин- 
тегралов в виде двойного интеграла. Таким образом, представим 
(7.35) в форме 


5 у (со) = Пт (1/27) Е 

Г -» оо 


Т т 

I сП 2 | ехр [— /со (Ч — Р)] х 

т —т 


X Х Т (Р)Х Т (Р)АР 



т 

X [ ехр [— /со (і 2 — Ч)] Е [Х т (Р) Х т (* 2 )] Аі х . 
— г 


(7.36) 


Можно показать, что в данном случае справедлива процедура 
внесения символа математического ожидания под знак двойного 
интеграла, однако эти подробности здесь рассматриваться не 
будут. 
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Математическое ожидание произведения двух величин, вхо- 
дящее в подынтегральное выражение, представляет собой корре- 
ляционную функцию усеченного случайного процесса. Таким об- 
разом, 


Е [Х^ (/]) Х т (/ 2 )] = 


Яхііъ и), іч, 

О при других 1^1, I іо |. 


(7.37) 


Произведя подстановку і г — і { ■■ т, сіі 2 = <іх, можем записать 

(7.37) в виде 


5*(а>) = 1 і пі (1/2 Т) 

Т — ► оо 


1 


-т- 1 . 


<іх 


1 


ехр [ — /сот] Е х [і 1 , ^-фт)^, 


где пределы существования 7, ограничены условием (7.37). Меняя 
местами порядок интегрирования и внося символ операции пре- 
дельного перехода под знак первого интеграла, получим 


оо ( 

8х(®) = [ Нт 

— оо (Г-оо 


7' 


(1/2 Т) | Ех (Ф> 
—т 


і - 1 “Ь Т ) Жі 


ехр [ — /мт] сіх. 


(7.38) 


Из (7.38) ясно, что спектральная плотность представляет собой 
преобразование Фурье усредненной по времени корреляционной 
функции: 


$х ( ы ) — \(Кх (Е /4~ т ))}> (7.39) 

где — символ процедуры преобразования Фурье. Соотношение 

(7.39) справедливо и для нестационарных процессов. 

Для стационарного случайного процесса корреляционная 
функция не зависит от выбора начального момента времени, 
поэтому 

(Кх (Д /і + т )) = Ех ( т )- 

Соответственно спектральная плотность стационарного в широком 
смысле случайного процесса является преобразованием Фурье 
корреляционной функции: 


$х(ю)= ] (т) ехр [ — /юх]сіх = 5Г {/?*(т)[. (7.40) 

— оо 

Соотношение (7.40), известное под названием формулы Ви- 
нера — Хинчина, имеет фундаментальное значение для анализа 
случайных сигналов, так как оно устанавливает связь между пред- 
ставлением случайного процесса во временной области (с помощью 
корреляционной функции) и в частотной области (с помощью 
спектральной плотности). Из однозначности преобразования Фурье 
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следует, что корреляционная функция стационарного в широком 
смысле случайного процесса представляет собой обратное преоб- 
разование Фурье от спектральной плотности. Отметим, однако, 
что в случае нестационарного процесса корреляционная функция 
не может быть восстановлена по известной спектральной плот- 
ности — при этом можно получить, как это следует из (7.39), 
только усредненную по времени корреляционную функцию. В по- 
следующем мы будем иметь дело только со стационарными в ши- 
роком смысле случайными процессами, для которых справедливо 
преобразование (7.40). 




Рис. 7.7. Связь между корреляционной функцией (а) и спектральной плот- 
ностью (б). 

В качестве простого примера рассмотрим корреляционную 
функцию вида 

%х (т) = А ехр [— р I т | ], где Л > 0, р > 0. 

Здесь величина т берется по модулю в силу симметрии корреля- 
ционной функции. Эта корреляционная функция изображена на 
рис. 7.7, а , который иллюстрирует разрыв функции при т = 0. 
Таким образом, преобразование (7.40) должно быть представлено 
в виде суммы двух интегралов: одного — для отрицательных т, 
второго — для положительных т: 
о 

5 А - (со) ) Лехр[Рт]ехр[ — /сот] <іт ф- 

— оо 

с» 

-+- ] А ехр [— рт] ехр [ — /сот] сіх = 
о 

= А {ехр [(Р — /со) т]/(Р — /со)} + 

+ А {ехр [- (р + /со) т ]/[- (р + /со)]} |о°° = 

= А [1/(Р — /со) + 1/(р + /со)] = 2Лр/(со 2 + р 2 ). (7.41) 

Данная спектральная плотность изображена на рис. 7.7, б. 
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Как было отмечено выше, для стационарных случайных про- 
цессов по данной спектральной плотности с использованием обрат- 
ного преобразования Фурье можно однозначно определить кор- 
реляционную функцию, а именно 

оо 

Яд-(т) (1/2я) ] 5д- (ш) ехр [/сот ]Фм. (7.42) 

— сю 

Соответствующий пример будет приведен в следующем разделе. 

При выводе формулы (7.41) из-за особенностей подынтеграль- 
ной функции при т - 0 интеграл был представлен в виде двух 
слагаемых. Принципиально иная процедура, пригодная в любых 
случаях, заключается в использовании свойства симметрии кор- 
реляционной функции. При этом (7.40) можно записать в виде 

оо 

$д (<*>) = ] Кх ( т ) [С05 СОТ — / 5ІП СОТ] (4т, 

— оо 

где экспоненциальная функция ехр [ — /сот] выражена через 
синусную и косинусную составляющие. Можно заметить, что 
функция Р х (т) 5Іп сот — нечетная относительно со и интеграл 
от нее в симметричных пределах будет равен нулю, а функция 
Ях М со5 сот — четная и интеграл от нее в пределах от — х до оо 
будет равен удвоенному интегралу в пределах от 0 до оо. Следо- 
вательно, 


5 у (со) = 2 і /? ѵ (т) со5 сот йх, (7.43) 

о 

что является еще одним представлением спектральной плотности 
через корреляционную функцию, причем не требующим включе- 
ния точки т = 0 в область интегрирования. Легко показать, что 
для стационарных в широком смысле случайных процессов фор- 
мула, соответствующая обратному преобразованию Фурье, имеет 
вид 


Нх ( т ) = (1/л) | 5 Л - (со)со8сотгісо. (7-44) 

б 

Выше отмечалось, что взаимосвязь между спектральной плот- 
ностью и корреляционной функцией можно также выразить через 
преобразование Лапласа. Однако необходимо помнить, что для 
применения преобразования Лапласа, которое чаще всего ис- 
пользуется при анализе систем, необходимо, чтобы функция, 
подвергаемая этому преобразованию, была равна нулю для отри- 
цательных значений времени. Однако корреляционные функции 
стионарных случайных процессов никогда не могут быть рав- 
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ными нулю при отрицательных т вследствие их четности относи- 
тельно своего аргумента. Следовательно, в данных ситуациях 
необходимо использовать двустороннее преобразование Лапласа. 
Пара соответствующих преобразований может быть представлена 
в виде 


оо 

5.Х (5) = ] Их ( т ) ех Р [— $Т] дт, (7.45) 

— оо 

/оо 

Их СО = (1/2я/) ] 5 Л -(5)ехр[5т]Й5. (7.46) 

“ /оо 


Так как спектральная плотность случайного процесса с конечным 
значением среднего квадрата не может иметь полюсов на оси /се, 
контур интегрирования в соответствии с (7.46) будет всегда лежать 
на оси /со. 

Прямое двустороннее преобразование Лапласа, позволяющее 
получить спектральную плотность случайного процесса по его 
корреляционной функции, не отличается от обычного односторон- 
него преобразования Лапласа и не требует особых комментариев. 
Однако обратное двустороннее преобразование Лапласа требует 
несколько большей корректности в его применении, поэтому 
целесообразно привести простой пример использования данной 
процедуры. 

Рассмотрим спектральную плотность, определенную в соот- 
ветствии с (7.41), и представим ее как функцию аргумента 5 : 


5 л’ ( 5 ) — — 


2 Лр 

* 2 - р 2 


2Лр 

(5 + Р)(5-Р) • 


Эта функция имеет один полюс в левой полуплоскости и один — 
в правой полуплоскости. Вследствие свойства симметрии спек- 
тральной плотности количество полюсов в обеих полуплоскостях 
всегда одинаково. Приведенное выше выражение можно предста- 
вить в виде суммы простых дробей: 


5л- (5) 


А А 
« + Р 5 — р* 


Обратное преобразование Лапласа составляющих (ы), содер- 
жащих полюсы в левой полуплоскости, для любого ее разложения 
на простые дроби представляет собой временную функцию, суще- 
ствующую только для положительных значений времени. Следо- 
вательно, в данном случае обратное преобразование Лапласа 
для первого из членов вышеприведенного разложения функции 
5 Ѵ (в) можно интерпретировать как 

А /( 5 + Р) ^ А ехр [ — рт] для т > О, 
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Для вычисления значений корреляционной функции при отри- 
цательных т можно использовать свойство ее четности. Однако 
целесообразно рассмотреть более общий метод, пригодный также 
и для взаимных корреляционных функций, для которых свойство 
симметрии не выполняется. Для составляющих, входящих в раз- 
ложение (з) на простые дроби, которые содержат полюсы 
в правой полуплоскости, всегда можно а) заменить 5 на — 5 , 

б) найти одностороннее обратное преобразование Лапласа функ- 
ции, полюсы которой принадлежат к левой полуплоскости и 

в) ^заменить т тга - -т. Применяя эту процедуру к вышеприведен- 
ной простой дроби, полюс которой находится в правой полу- 
плоскости, получим 

= грр ^ А ехр [ - Р т]. 

Замена т на — т приводит к выражению 

—А/(з + Р) <-► А ехр [рт ] при т < 0. 

Таким образом, результирующая корреляционная функция равна 
Кх (т) = А ехр [— р | т | ], — оо<т<оо, 

что совпадает с выражением для исходной корреляционной функ- 
ции (см. рис. 7.7). Метод, который был проиллюстрирован этим 
примером, является достаточно универсальным и позволяет осу- 
ществлять переход как от спектральных плотностей к корреля- 
ционным функциям, так и от взаимных спектральных плотностей 
(которые будут рассмотрены ниже) к взаимным корреляционным 
функциям. 

Упражнение 7.6.!. Стационарный случайный процесс X ( I ) имеет корре- 
ляционную функцию вида 

Ях (т) = 16 ехр [—2 | т 1 і — 8 ехр [—4 |т|]. 

Определить спектральную плотность этого процесса. 

Ответ : 768/(<о 4 -{- 2Ѳш 2 + 64). 

Упражнение 7.6.2. Стационарный случайный процесс имеет спектральную 
плотность вида 

5 а - (со) = 16/(ш 4 + 13м 2 + 36). 

Определить корреляционную функцию этого процесса. 

Ответ: (8/15) (1,5 ехр [ — 2 | х | ] — ехр [— 3|т|)}. 

7.7. Белый шум 

^Выше (разд. 7.3) было дано определение белого шума как слу- 
чайного процесса, ^ спектральная плотность которого постоянна 
для всех значений со, т. е. 8 Х (со) = 5 0 . Представляет интерес 
определение корреляционной функции такого процесса. Наиболее 
целесообразно это сделать, приведя готовый результат и доказав 
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его справедливость. Рассмотрим корреляционную функцию вида 
6-функции: 

Я х (т) = 5 0 6 (г). 


Подстановка этого выражения в (7.40) дает 


оо 

З х (м) = | Кх (т) ехр [ — /сот] (іх — 

— оо 


] 5 0 6 (т) ехр [— /сот] сіх = 5 0 , (7.47) 

— оо 


что действительно представляет собой спектральную плотность 
белого шума. Отсюда ясно, что корреляционная функция белого 
шума есть 6-функция с относительной высотой (интенсивностью), 
равной спектральной плотности. 

Выше было отмечено, что понятие белого шума — это лишь 
удобная абстракция, потому что средний квадрат такого процесса 
равен бесконечности вследствие того, что площадь, ограниченная 
функцией спектральной плотности, бесконечна. Этот же вывод 
со всей очевидностью следует из рассмотрения корреляционной 
функции. Напомним, что значение среднего квадрата случайного 
процесса равно его корреляционной функции при т = 0. Для 
6-образной корреляционной функции это значение при т = 0 
равно бесконечности. Тем не менее, как отмечалось выше, понятие 
белого шума оказывается чрезвычайно полезным при анализе 
линейных систем, особенно в тех случаях, когда ширина спектраль- 
ной плотности случайного сигнала на входе системы значительно 
шире полосы пропускания этой системы. В этих условиях пред- 
положение о том, что входной случайный сигнал является белым 
шумом, в значительной степени может упростить расчет реакции 
системы; при этом ошибки, возникающие за счет такого прибли- 
жения, часто оказываются незначительными. Соответствующие 
примеры рассматриваются в гл. 8 и 9. 

Часто используется понятие белого шума с ограниченным по 
полосе спектром. При этом имеется в виду случайный процесс, 
спектральная плотность которого постоянна в пределах ограни- 
ченной полосы частот и равна нулю вне ее. Например (рис. 7.8, а): 


( 5 0 , | со I <;2л№, 

5 * (ш) -(о. н>*»г. 


(7.48) 


Случайные процессы, имеющие такую спектральную плотность, 
не существуют в природе, хотя значение среднего квадрата ко- 
нечно и равно X 2 ----- 2Й7$ 0 . Интерес к спектральным плотностям 
вида (7.48) объясняется тем, что к такой идеализации можно при- 
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ближаться сколь угодно близко, и соответствующая модель 
случайного процесса оказывается удобной для анализа ряда 
систем. у 

Выражение для корреляционной функции случайного процесса 
со спектральной плотностью вида (7.48) легко получить из (7.42): 

оо 

к* ( г ) = (1/2я) ^ 5 Ѵ (со) ехр [/сот] с/со - 


2пШ 


(1/2л) ]' 5 0 ехр [/сот] с/со = (5 0 /2я) 

— 2лК' 


2лѴУ 

—2лѴУ 


= ($ 0 /2я) [ехр[/2яН7т] - ехр [— /2яГт](//т = 

= (5 0 /ят)зіп2яГт = 2Г5 0 [йіп(2яИ7т)/2яГт]. 




Рис. 7.8. Белый шум с ограниченным по полосе спектром: а — спектральная 
плотность, б — корреляционная функция. 


График этой функции изображен на рис. 7.8, б. Обратите внимание, 
что в пределе при \\/ -у оо это выражение стремится к 6-функции’. 

На рис. 7.8, б можно заметить, что случайные величины, пред- 
ставляющие собой выборочные значения рассматриваемого слу- 
чайного процесса, некоррелированны, если они разделены ин- 
тервалами времени, кратными 1/2 ІГ. Кроме того, известно, что 
любую временную функцию с ограниченным спектром можно 
точно и однозначно представить ее выборочными значениями 
взятыми с частотой, вдвое превышающей ширину спектра этой 
функции. Это так называемая теорема отсчетов. Следовательно, 
если функция с ограниченным спектром, имеющая равномерную 
(постоянную) спектральную плотность, должна быть представ- 
лена ее выборочными значениями, то оказывается, что эти вы- 
борки будут некоррелированными. Отсутствие корреляции между 
отдельными выборками может оказаться важным преимуществом 
при выполнении последующего анализа. В частности, корреля- 
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ционная матрица, определенная в разд. 6.9, применительно к со- 
вокупности выборок рассматриваемого случайного процесса яв- 
ляется диагональной, т. е. все ее элементы, не находящиеся на 
главной диагонали, равны нулю. 


Упражнение 7.7.1. Стационарный случайный процесс представляет собой 
белый шум с ограниченным по полосе спектром в низкочастотной области, а его 
спектральная плотность равна 



при | со | ^ ЮОя, 
при | со | > ЮОя. 


а) Определить значение среднего квадрата этого процесса. 

б) Определить наименьшее значение т, для которого корреляционная функ- 
ция равна нулю. 

в) Определить ширину спектральной плотности этого процесса в герцах. 

Ответы'. 0,01, 1, 50. 

Упражнение 7.7.2. Стационарный случайный процесс представляет собой 
белый шум с ограниченным по полосе (на высоких частотах) спектром, а его спект- 
ральная плотность равна 


5х 



0,005 

0 


при 200я ^ | со | ^ 250я, 
при других ю. 


а) Изобразить данную спектральную плотность. 

б) Определить ширину спектральной плотности этого процесса в герцах. 

в) Определить значение среднего квадрата этого процесса. 

Ответы: 0,25; 25. 


7.8. Взаимная спектральная плотность 


При рассмотрении двух коррелированных случайных про- 
цессов, например, сигналов на входе и выходе линейной системы, 
можно определить пару функций, называемых взаимными спек- 
тральными плотностями. В рамках проводимого анализа до- 
статочно дать их определение и указать некоторые из их свойств, 
не приводя каких-либо формальных доказательств. 

Если Р х (со) есть преобразование Фурье усеченной реализации 
некоторого случайного процесса X (/), а Р у (со) — аналогичное 
преобразование Фурье другого случайного процесса V ((), то 
взаимные спектральные плотности этих процессов могут быть 
определены следующим образом: 


5л'у (®) 


Ііт 

Т ->оо 


Е [р х (- щ) Ру (со)] 
2 Т 


(7.49) 


5 у х (со) — 1 і т 

Т — ► во 


Е [Ру (— со) Р х (со)] 
2Т 


(7.50) 


В отличие от обычных спектральных плотностей, взаимные 
спектральные плотности не обязательно должны быть веществен- 
ными, положительными или четными функциями со. Они обладают 
следующими свойствами: 
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!• 5 хѵ (<*)) 5ух (со) (знак «звездочка» означает комплексно 
сопряженную величину). 

2. Ке [5 Х у (и) ] и Ке [5 УЛ: (со) ] являются четными функ- 
циями (О. 

3. Іт [5 ху ((о)1 и Іт [5у Х (со) ] являются нечетными функ- 
циями со. 

Взаимные спектральные плотности могут быть связаны с вза- 
имными корреляционными функциями преобразованием Фурье. 
Таким образом, для совместно стационарных процессов (в оте- 
чественной литературе чаще используется термин «стационарно 
связанные случайные процессы». — Перев.) справедливы соот- 
ношения 

оо 

$лту(со)= | 7?ху (т) ехр [ - /сот] Фс, (7.51) 

— оо 

оо 

Кхг (т) = (1/2л) ] 5,ѵу (со) ехр [/сот] с/со, (7.52) 

— оо 
оо 

$гх (<•>) = ] /?уд- (т) ехр [ - /сот] (іт, (7.53) 

— оо 

оо 

Кгх (т) = (1/2я) = | 5у Х (со) ехр [/сот] йш. (7.54) 

— оо 

Можно также связать взаимные спектральные плотности и взаим- 
ные корреляционные функции с помощью двустороннего преоб- 
разования Лапласа, как это было сделано выше для обычных спек- 
тральной плотности и корреляционной функции. Таким образом, 
для совместно стационарных случайных процессов справедливо 

СО 

5уу (5) = | к х у (т) ехр [— 5Т] Фт, 

—со 

/со 

Кхт ( т ) = (1/2я/) ] 8 Х Т ( 8 ) е хр [$Т] СІ8 , 

— /оо 

00 

5 УХ (5) = | /?УХ (т) ехр [— 5Т] (ІТ, 

—со 

/оо 

7? у л- (т) = (1/2я/) | 5у Х ($) ехр [іт] сіз. 

— /со 

При использовании двустороннего обратного преобразования 
Лапласа для определения взаимной корреляционной функции не 
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представляется возможным применить свойство ее симметрии при 
отрицательных т; при этом необходимо применить процедуру, 
рассмотренную в разд. 7.6. Для иллюстрации рассмотрим следую- 
щий пример. Предположим, что взаимная спектральная плотность 
равна 

8 ХТ (со) = 96/(со 2 — /2со + 8). 

Отметим, что функция 5 АУ (со) является комплексной. В силу 
свойств взаимных спектральных плотностей (свойство 1) взаим- 
ная спектральная плотность 8 УХ (со) является функцией, ком- 
плексно сопряженной с 5 ТУ (со). Таким образом, 

5 УЛ - (со) = 96/ (со 2 + /2 со + 8). 

Если в 5. ту (со) произвести замену переменной 5 = /со, получим 
5 Д - У ( 5 ) = — 96/ (з 2 + 25 — 8) = —96/(5 + 4) (5 — 2). 

Представление в виде простых дробей дает 

5. ту (5)= 116/(5+ 4)1 — [16/(5 — 2)]. 

При полюсе в левой полуплоскости 5 = — 4 имеем следующее 
выражение Д АУ (т) для положительных т: 

[16/(5 + 4)1 <--► 16 ехр [ — 4т 1 при т > 0. 

Чтобы выполнить аналогичную процедуру с полюсом 5 = 2, 
находящимся в правой полуплоскости, заменим 5 на — 5 и применим 
обратное преобразование Лапласа. Таким образом, 

— [16/(5 — 2)1 — [16/(5 + 2)1 — 16 ехр [—2т]. 

Если т заменить на — т и объединить обе части, то полное выраже- 
ние для взаимной корреляционной функции примет вид 


П6ехр[— 4т] при т>0, 

Ду.т (т) - [іб ехр [2т] при т<0. 

Вторая взаимная корреляционная функция может быть получена 
из соотношения Я ух (т) = Я ху ( — т). Следовательно, 

П6ехр[ — 2т] при т>0, 

Кхг ( т ) — 1 1 6 ех р [4т] прит<0. 


Упражнение 7.8.1. Взаимная корреляционная функция двух совместно ста- 
ционарных случайных процессов X (() и V (() равна 

ГЭехрЕ-Зт] при т>0, 

{ 0 при т < 0. 


Я хѵ (т) = 


а) Определите соответствующую взаимную спектральную плотность 5ху(м). 

б) Определите взаимную спектральную плотность 8у Х (со). 

Ответы: 9/( — /со + 3), 9/ (/со + 3). 
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Упражнение 7.8.2. Взаимная спектральная плотность двух совместно ста- 
ционарных случайных процессов равна У совместно ста- 

5ху (со) = 1/( — со 3 + /2о) + I). 

Потеет: тТхр Т-тГтТс) ВЗаИМНуЮ корреляционную функцию. 


7.9. Измерение спектральной плотности 

Когда на практике встречаются случайные процессы, часто 
возникает необходимость измерить ряд их параметров с тем чтобы 
реализовать оптимальные алгоритмы функционирования систем 
обработки. Наиболее простой и зачастую оправданный с физи- 
ческой точки зрения случай, который и будет рассмотрен ниже 
связан с предположением о том, что анализируемый случайный 
процесс является эргодическим. В этом случае имеется возмож- 
ность оценить различные параметры случайного процесса с по- 
мощью процедур временного усреднения. Вопросы, связанные 
с оцениванием^ математического ожидания и корреляционной 
функции случайного процесса, были рассмотрены выше; теперь же 
целесообразно рассмотреть, как можно оценить распределение 
мощности по спектру частот, занимаемому случайным сигналом 
т. е. как оценить спектральную плотность. Соответствующие 
оценки очень важны при решении многих прикладных задач. 
Например, знание спектральной плотности помехового сигнала 
часто позволяет определить происхождение (физическую при- 
роду) этого сигнала и осуществить его подавление или компенса- 
цию. В случаях когда последнее не представляется возможным 
знание энергетического спектра зачастую позволяет применить 
соответствующие фильтры, уменьшающие влияние помех. 

В качестве типичного примера измерения спектральной плот- 
ности рассмотрим ситуацию, когда осуществляется непрерывное 
наблюдение (регистрация) случайного сигнала д: (/) на интервале 
и ^ 1 ^ V, Н У СТЬ * (0 — реализация эргодического случайного 
процесса. При этом ставится задача оценки спектральной плот- 
ности і Л - (ш) на^основе результатов непрерывного наблюдения реа- 
лизации случайного процесса. ' 

уМожет показаться, что разумный путь отыскания спектраль- 
ной плотности связан с определением преобразования Фурье 
наблюдаемой реализации и дальнейшим предположением о том, 
что квадрат модуля этого преобразования Фурье и является 
оценкой спектральной плотности. Однако этот путь оказывается 
нерезультативным. Действительно, поскольку преобразование 
Фурье полной реализации как таковое не существует, естественно 
что преобразование Фурье наблюдаемой части этой реализации 
представляет собой грубую оценку искомой спектральной плот- 
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ности. Данная процедура, использующая преобразование Фурье, 
была бы осуществима, если бы имелась возможность определить 
усредненное по ансамблю значение квадратов модулей преобразо- 
ваний Фурье всех (или хотя бы некоторых) реализаций случай- 
ного процесса. Однако в силу того, что наблюдаемой оказывается 
только одна реализация, такой подход неприемлем. 

Другой подход, являющийся альтернативой вышеупомянутому 
методу, заключается в использовании соотношения (7.40), свя- 
зывающего спектральную плотность и корреляционную функцию. 
Так как представляется возможным оценить корреляционную 
функцию на основе одной реализации случайного процесса, как 
это показано в разд. 6.4, преобразование Фурье этой оценки и 
будет выражением для оценки спектральной плотности. Именно 
этот подход и будет анализироваться ниже. 

В соответствии с (6.14) оценка Ц х (т) корреляционной функции 
эргодического процесса X (() может быть получена из соотно- 
шения 

Т-х 

Ях (т) = (Т — т) -1 | х(і) х(і + т)гі/, 0<т<7\ 
о 

где х (і) — произвольная реализация из ансамбля. Поскольку т 
должно быть много меньше длительности интервала наблюдения 
(интервала усреднения) Т, обозначим наибольшее допустимое 

значение т как т т . Таким образом, К х (т) определяется соотноше- 
нием (6.14) при | т | < т т и принимается равной нулю при |т| > 
> т т . Более общий способ введения данного ограничения на дли- 
тельность т заключается в умножении (6.14) на четную функцию 
аргумента т, равную нулю при |т| > т т . Таким образом, опреде- 
лим новую оценку корреляционной функции Я х (х): 

Т—х 

шЯх СО = [а» (т)/(Г — т)] ] х (і) х (I + х) сіі = щ(т) а (т), (7.55) 

о 

где ш (т) = 0 при |т| > т т и является четной функцией т, а 

а Ях ( т ) теперь существует при всех т. Эту функцию ни (т) часто 
называют окном запаздывания (в ряде источников функцию ха (т) 
называют корреляционным окном, а ее преобразование Фурье 
ѴС (со) = 9~\ха (т)] — спектральным окном. — Перев.), так как 
она видоизменяет оценку функции Ях (т) на величину, зависящую 
от запаздывания (т. е. временной задержки т), и имеет конечную 
длительность, равную 2т т . Введение функции ха (т) и выбор ее 
типа чрезвычайно важны при оценивании спектральных плот- 
ностей, что очень часто недооценивается в инженерной практике 
при получении таких оценок. Приводимый ниже краткий анализ 


250 


Г лава 7 


не обеспечивает в полной а мере понимания этих аспектов, но может 
способствовать усвоению новых понятий п уяснению их значимости 
для получения оценок с хорошими свойствами. 

Поскольку спектральная плотность представляет собой пре- 
образование Фурье от корреляционной функции, оценка спек- 
тральной плотности может быть получена путем преобразования 
соотношения (7.55): 

Ш 5 Л - (со) = 9-[и> (т) а 'кх (т)] = (1/2я) ѴР (<о)* а 5 х (со), (7.56) 


где \\7 (со) преобразование Фурье функции да (т), символ «*» 

означает свертку соответствующих преобразований, а З х (со) — 

спектральная плотность, связанная с (т), определенной 

теперь для любых т, но не являющейся оценкой (т) при лю- 
бых т. 

Чтобы проанализировать цель введения окна запаздывания 
да (т), важно подчеркнуть, что всегда имеет место определенная 
функция в виде специального окна запаздывания, даже если не 
возникает задача оценки спектральной плотности. Так как соот- 
ношение (6.14) справедливо только при |т|<т,„, оно эквива- 
лентно выражению (7.55) при использовании прямоугольного 
окна запаздывания вида 


да г (т) = 


при 
(0 при 


Т I < Т,„, 

Ч> Т ш- 


(7.57) 


Таким образом, если не дано определение окна запаздывания, 
всегда подразумевается использование прямоугольного окна вида 
(7.57). Важность использования окна этого типа обусловлена 
тем, что соответствующее преобразование Фурье имеет вид 

ЗГ [щ (т)] = ІГ Г (со) = 2х т (йіп сот т /сот т ) (7.58) 


и, как показано на рис. 7.9, принимает отрицательные значения 
в пределах половины спектра частот. Таким образом, процедура 

свертки этого преобразования с функцией а 5 х (со) может привести 
к отрицательным значениям оцениваемой спектральной плот- 
ности, даже если сама функция а З х (со) нигде не является отри- 
цательной (последнее всегда выполняется). В силу того что Я х (т) 
может быть оценена только в ограниченном диапазоне изменения т 
(для |т| т т ), что обусловлено конечной длительностью отрезка 
разбиения наблюдаемой реализации (т т < Т), могут иметь место 
ошибочные оценки спектральной плотности независимо от того, 

е какой точностью определена /? ѵ (т) в пределах допустимых 
значений ее аргумента. 
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При использовании прямоугольного окна запаздывания оценка 
спектральной плотности будет иметь вид 


Дт И = (1/2л) ѴР Т (со) * а З ж (со). (7.59) 


Необходимо, однако, отметить, что эта функция (о>) опреде- 
ляется не путем свертки (7.59), поскольку а 8 х (со) не может быть 
оценена на основе ограниченного объема измерений, а в результате 



Рис. 7.9. а — прямоугольное окно запаздывания, б — соответствующее спект- 
ральное окно. 


применения преобразования Фурье к функции К х ОО, определен- 
ной соотношением (6.14), т. е. 


г З х (а) = !Г[К х (х)], 


(7.60) 


где 


Я А' (Т) = 


Г— т 


(Т — т)" 1 | х(і)х(і -\-т)сИ, 0<т<т т , 
о 

0, т ^ > х т 


и К х (х) = 7?у( — т) при х < 0. Таким образом, как было отме- 
чено выше, Т 3 Х (со) представляет собой оценку, полученную без 
учета ограниченных пределов изменения т. Теперь возникает 

задача, каким образом видоизменить функцию Г 3 Х ( со), чтобы 
минимизировать ошибки оценивания спектральной плотности. 
Это приводит к необходимости выбора других типов окон запазды- 
вания да (т). 

Одной из основных проблем, возникающих при анализе спек- 
трального окна ѴУ Г (со), является существование боковых лепе- 
стков этой функции, что непосредственно влияет на оценку Г 3 Х (со). 
Ясно, что эти трудности могут быть преодолены выбором окна 
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запаздывания, преобразование Фурье которого характеризуется 
малым уровнем боковых лепестков. Одной из таких широко при- 
меняемых функций является окно Хэмминга, определяемое как 

ш к (,) _ |0.54 + 0,46 со* (ят/т„), м < т„, 

1 0 М>і„. ^ 

Это окно запаздывания, а также его преобразование Фурье (спек- 
тральное окно) иллюстрируются рис. 7.10. 

При использовании этого окна оценка спектральной плотности 
определяется выражением 


ь$х (<*>) — (1/2я) (со) * а § х ( ш ) ) 


(7.62) 




Рис. 7.10. а окно запаздывания Хэмминга, б — соответствующее 

ное окно. 


спектраль- 


но, как и выше, данная процедура свертки не может быть реали- 
зована из-за невозможности получить оценку а З л (со). Однако 
если использовать представление вида 

( т ) = [0,54 -[- 0,46 С05 (ят/т то )] щ (т), 

то получим 

Т ( т )[ = И = [0,546 (со) + 0,23 [6 (со + я/т т ) + 

Н- б (со — Я/Т т )]( * Г г (со), 

так как неусеченная постоянная и косинусный член окна Хэм- 
минга имеют преобразования Фурье в виде 6-функций. Подста- 
новка этого результата в (7.62) и использование (7.59) дают 

ъ$х («) = 0,54 Г 5 Х (со) + 0,23 [Д ѵ (со + я/т га ) + Г 5 Д - (со — я/т т )]. 

(7.63) 

Поскольку Г 8 Х (со) можно определить с помощью (7.60) оказы- 
вается, что (7.63) представляет собой_ модифицированную форму 
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функции Г 8 Х (со), что обеспечивает положительную величину 
результирующей оценки. 

В разд. 6.4. при рассмотрении вопросов, связанных с оценкой 
корреляционных функций, было отмечено, что в большинстве 
практических ситуаций выборка отсчетных значений х к наблю- 
даемой реализации л: (і) должна осуществляться в дискретные 
моменты времени і к = О, Аі, 2 А і, ..., N Аі, а результирующая 
оценка формируется путем суммирования произведений 

Л Ы—п 

Ях ( п Аі) = (М — п + I)- 1 2 х к х и+п , п = 0, 1 , . . М. (7.64) 

*= о 


Так как корреляционная функция оценивается только для ди- 
скретных моментов т, необходимо выполнить дискретную аппрок- 
симацию преобразования Фурье. Хотя существуют методы, реали- 
зующие эту процедуру и уменьшающие требуемый объем машин- 
ного времени при выполнении расчетов на ЭВМ (быстрое преоб- 
разование Фурье), представляется целесообразным рассмотреть 
дискретный вариант соотношения (7.42), являющийся косинусной 
компонентой преобразования Фурье корреляционной функции. 
Таким образом, при использовании прямоугольного окна оценка 
спектральной плотности равна 


Г 5 Х (д Доз) = Аі 


м— 1 


Ях(0) + 2 X Я х (пАі)со$ (дші/УИ) + 

П— 1 


+ #х(М А^соз^я^ (7.65) 

где <7=0, 1, 2, ..., М, А со = л/М Аі. При использовании окна 
Хэмминга соответствующая оценка имеет вид 


к 5 х (я А ш) — 0,54 Г 5 Х (я Д со) -(- 0,23 | Г 5 Х [(<7 ~"Ь 1) А®] 

+ Г 5 Х Ц< 7 — 1) Асо]}, (7.66) 

что представляет собой окончательный результат. Программа 
расчета на ЭВМ оценки спектральной плотности при использова- 
нии окна Хэмминга дается в приложении Ж- 

Чтобы проиллюстрировать описанный метод вычисления оценки 
спектральной плотности, предположим, что мы имеем оценку 
корреляционной функции эргодического случайного процесса, 
определенную в соответствии с (7.64) при М = 5 и А і = 0,01. 
Пусть соответствующие оценочные значения корреляционной функ- 
ции оказались равными 


п 0 12 3 4 5 

Ях (п ДО 10 8 6 4 2 0 
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Для принятых М и А( частотный разнос между 
чениями 'спектральной плотности равен 


оценочными зна- 


Дсо — л/(М Л/) — л/5-0,01 = 20л рад/с. 

Используя оценочные значения корреляционной функции, с по- 
мощью (7.65) можем записать выражение для оценки спектраль- 
ной плотности применительно к прямоугольному окну: 

Г 8 Х (( 7 Дм) = 0,01 [10 + 2(8соз(?л/5) + 6соз(2<7л/5) + 

+ 4 соз (3<7л/5) + 2 соз (4^л/5)]. 


Это выражение может быть рассчитано для значений а, изме- 
няющихся от 0 до 5, а результирующая оценка спектральной 
плотности для прямоугольного окна равна 


Я 

г §х (я Дм) 


0 1 

0,5 0,2094 


2 3 

0 0,0306 


4 5 

0 0,020 


Подставляя эти значения в (7.66), получим оценки спектральной 
плотности с окном Хэмминга. Окончательные значения оказы- 
ваются равными 


я 

п8 х (я Асо) 


0 1 2 3 4 5 

0,3664 0,2281 0,0552 0,0165 0,0116 0,0108 


Хотя длительность реализации (соответственно и объем выборки) 
для которой^ была определена корреляционная функция, неве- 
лика, данный пример иллюстрирует методику применения окна 
Хэмминга и поясняет принцип сглаживания оценки спектральной 
плотности при использовании этого окна. 

Было предложено много других типов окон для оценки спек- 
тральной плотности, и некоторые из них дают более точные пе- 
зультаты, чем окно Хэмминга, хотя их применение может и не 
быть столь простым при решении конкретных задач. Например 
окно Бартлетта, имеющее вид равнобедренного треугольника’ 
непосредственно может использоваться для оценки корреляцион- 
ной функции, однако для оценки спектральной плотности при 
этом требуется реализация процедуры свертки. Другим хорошо 
известным окном является «хэннинг-окно», представляющее собой 
модифицированный вариант окна Хэмминга. Оба эти типа окон 
рассматриваются ниже в упражнениях и задачах. 

Анализ характеристик оценок спектральной плотности, в част- 
ности, точности оценок, имеет большое научное и практическое 
значение, однако решение этой задачи сопряжено со значитель- 
ными трудностями. Во-первых, оценки, использующие окна Хэм- 
минга, не являются несмещенными, т. е. математическое ожидание 
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оценки спектральной плотности не равно истинной величине 
спектральной плотности. Во-вторых, возникают серьезные за- 
труднения при определении дисперсии оценки, хотя приближенно 
она может быть выражена формулой 

[ л 5*(<7Дщ)]»(М/Л05И< 7 Л»), (7-67) 

когда 2УИ /\і достаточно велико, что означает наличие реализации 
большой длительности при определении корреляционной функ- 
ции. 

Если измеряемая спектральная плотность неравномерно рас- 
пределена по частоте, то использование окна Хэмминга может 
привести к значительным ошибкам оценивания, которые могут 
быть минимизированы с помощью процедуры «обеления», т. е. 
изменения спектра таким образом, чтобы он стал почти равно- 
мерным. Наиболее существенные ошибки этого вида возникают 
в случае, когда наблюдаемый процесс содержит постоянную со- 
ставляющую, которая обусловливает появление 6-функции в спек- 
тральной плотности. В таких ситуациях, прежде чем приступить 
к анализу случайного процесса, необходимо исключить эту по- 
стоянную составляющую. 


Упражнение 7.9.1. Стационарный случайный процесс X (і) имеет корре- 
ляционную функцию вида 

Их (т) = 10 (зіп 100лт/100ят). 


Осуществляется оценивание этой корреляционной функции для | т | ^ 0,04. 
Определите оценку спектральной плотности при со = 0 и со 100я в случае 
использования прямоугольного окна запаздывания этой же ширины. 
Ответы: 0,05, 0,1. 

Упражнение 7.9.2. Окно Бартлетта определяется в соответствии с выра- 
жением 


ВУьОО = 


(|т|/т т ) при |т|<Т т , 
0 при т>т т . 


Определите преобразование Фурье И7ь (со) этого окна запаздывания, 
с 8ІП сот т /2 


Ответ: х. 


/ 8І11 0)Т т /2 \2 

I ®т т /2 / ' 


7.10. Примеры определения и применения спектральной 

плотности 

Наиболее важная область применения спектральной плотности 
связана с анализом линейных систем при воздействии на них 
случайных сигналов. Однако, поскольку такое использование 
спектральной плотности детально обсуждается в следующей 
главе, в данном разделе оно рассматриваться не будет. Здесь 
будет приведен ряд примеров, поясняющих свойства спектраль- 
ной плотности и методы ее расчета. 
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В качестве первого примера рассмотрим двоичную систему 
связи, в которой полезное сообщение передается с помощью слу- 
чайной ^последовательности разнополярных импульсов прямо- 
угольной формы (рис. 7.11). Эти импульсы равновероятны, имеют 
одинаковые амплитуды, а смена состояний (полярностей импуль- 
сов) осуществляется независимо от импульса к импульсу. Наличие 
крутых фронтов приводит к очень широкому спектру частот та- 
кого сигнала. Другой формой импульса является так называемый 
«приподнятый косинус»; при этом возникает вопрос, насколько 




х(1) 
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Рис. 7.11. Двоичная поел едовател ь ностьТв виде: а — прямоугольных импуль- 
сов, б — импульсов в форме «приподнятого косинуса». ' 


уменьшается ширина спектра такого сигнала по сравнению с ши- 
риной спектра последовательности прямоугольных импульсов. 

Ш Спектральные плотности исследуемых случайных процессов 
описываются выражением (7.25). В обоих случаях математическое 
ожидание амплитуд импульсов равно нулю (так как смены по- 
лярностей разных знаков равновозможны), а дисперсия амплитуд 
равна А 2 для прямоугольных импульсов и В 2 для импульсов 
в форме «приподнятого косинуса» (см. анализ дельта-распределе- 
ния в разд. 2.7). Таким образом, все, что от нас требуется, — это 
найти величину |/ г (со)| 2 для импульсов различной формы. 

Для прямоугольного импульса функция / ( і ), описывающая его 
форму, равна 

и _ I 1 п Ри | /К/т/2, 

П ) (0 при | / 1 > Ѵ2. 

Следовательно, преобразование Фурье этой функции имеет вид 

г<«)= '( О) ехр [ — ](вІ] /К = І х , 

- 6/2 Х/ “ 


и в соответствии с (7.25) спектральная плотность 
ного двоичного сигнала равна 


5* (со) = А\ 


8ІТ1 (со/,/2) 


причем она максимальна при со = 0. 


соД/2 


такого случай- 
(7.68) 
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Для импульса, имеющего форму «приподнятого косинуса», 
соответствующая функция равна 

р __ і V. О + С08 (2 пі/іі)) при I і I </і/2, 

I 0 при | / 1 > і-у/2. 

Преобразование Фурье этой функции имеет вид 

Л/2 

р (и) = Ѵ 2 | [1 +С08(2я/Д 1 )]ехр [— /со/] Л = 

-/./2 


,, 5ІП (0)<і/2) я 2 

1 х/ ' м^/2 я 2 — (<в/ х /2) 2 ' 


а 


соответствующая спектральная плотность равна 


•5* ( м ) = 


В 2 / х 

4 


5ІП (Ш/і/2) 1 2 Г я 2 12 
®<і/2 ] [я 2 -(а/ 1 /2) 2 ] 


(7.69) 


и максимальна при о = 0. 

При оценке ширины спектральной плотности могут исполь- 
зоваться различные критерии. В тех случаях, когда необходимо 
уменьшить взаимное влияние сигналов двух систем связи, целе- 
сообразно ввести в рассмотрение полосу частот, вне пределов кото- 
рой уровень спектральной плотности оказывается меньше опре- 
деленной доли (например, менее 1 %) ее максимального значения. 
Таким образом, необходимо определить ю ь удовлетворяющее 
соотношениям 


[5д; (м)/$х (0)] < 0,01 , | (О | > со 1 . 

Поскольку зіп (со/Д 2) не может быть больше единицы, это условие 
применительно к (7.68) будет выполняться, если 

— Агіі <0 01 

(со^/2) 2 АЧ Х 

откуда для прямоугольного импульса сщ « 20// х . Для импульса, 
имеющего форму «приподнятого косинуса», это условие приобре- 
тает вид 

(ВЧ х /4) [1/((й/ х /2)] 2 [я 2 /(я 2 - (соѴ2) 2 )1 2 пп 
В%/4 ^ * 


откуда со 1 » 10,68/^. Сравнивая полученные выражения для щ, 
можно сделать вывод, что использование импульсов в форме 
«приподнятого косинуса» вместо прямоугольных импульсов при- 
водит к уменьшению полосы частот, занимаемой сигналом, почти 
в два раза при условии, что эта полоса определяется по сформу- 
лированному выше критерию. 

Почти все примеры рассмотренных спектральных плотностей 
относятся к функциям, имеющим низкочастотный спектр, т. е. 
максимум которых имеет место при со = 0. На практике, однако, 

9 Дж. Купер 
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часто возникают ситуации, когда максимум спектральной плот- 
ности соответствует некоторой высокой частоте. В качестве при- 
мера на рис. 7.12 изображены типичная спектральная плотность 
случайного процесса, пропущенного через узкополосный фильтр, 
и расположение нулей и полюсов этой функции. Выражение для 
спектральной плотности в области комплексных частот легко 
получается из графика расположения нулей и полюсов: 

5 х (з) МЫ 

(* + « + /®о) (* + а — /И 0 ) (X — а + /а>о) (« — а — /ш 0 ) " 

= [(5 + а)- + сод] [(5 - а)* + соп] ’ (7 ‘ 70) 




Рис. 7.12. а — спектральная плотность узкополосного случайного процесса, 
б — расположение нулей и полюсов этой спектральной плотности. 

где 5 0 — масштабный коэффициент. Следует обратить внимание 
на то, что данная спектральная плотность на нулевой частоте 
равна нулю. 

Значение среднего квадрата случайного сигнала со спектраль- 
ной плотностью (7.70) можно рассчитать любым из способов, 
рассмотренных в разд. 7.5. С помощью табл. 7.1 легко найти 

с ( 5 ) = 5 , с х = 1, с 0 = 0, 

<і($) = $ 2сю 5 -ф а~ -|- соо, Ф> = 1, сіі — 2а, йо = а" -(- оф. 

При этом соотношение между значением среднего квадрата X 2 
и интегралом / 2 имеет вид 

у~2 ^ г с с г Ф> + с і с (В 2 ( а2 + ш о) + 0 

02 2 4„М» й °2(с0 + «8)(2а)(1) • 

В результате мы получаем интересный вывод, заключающийся 
в том, что значение среднего квадрата рассматриваемого случай- 
ного процесса зависит только от параметра а, характеризующего 
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ширину его спектральной плотности, и не зависит от центральной 
частоты со„ . 

Рассмотрим еще один пример, поясняющий физический смысл 
спектральной плотности, используя для этого выражение 

со 

X 2 = (1/2л) | 5* (со) с/ со. 

— со 

Данное выражение устанавливает связь между значением полного 
среднего квадрата случайного процесса и общей площадью, огра- 
ниченной графиком его спектральной плотности. 

Значение среднего квадрата для ограниченного диапазона 
частот Лео = со 2 — ац аналогично связано с площадью, ограни- 
ченной графиком спектральной плотности в пределах этого ча- 
стотного диапазона. Это означает, что если выбрать две частоты со г 
и со 2 , то в зак люченном между ними диапазоне значение среднего 
квадрата Хд ш равно 


X 


Лео 


(1/2я) 


-^1 Ш 2 О), 

I 5д (со) с/со -)- | 5 Л - (со) с/со — (1/л) |5д-(со)с/со 


(7.71) 

Последнее равенство в (7.71) справедливо в силу четности функции 
(со) относительно со. 

В качестве иллюстрации сказанного вернемся к рассмотрению 
спектральной плотности, определенной выражением (7.41): 

(со) = 2 А Р/(со 2 + р 2 ), 

где А значение полного среднего квадрата случайного процесса. 
Пусть требуется определить частоту, выше которой значение сред- 
него квадрата (или средняя мощность) составляет половину его 
суммарной величины. Это означает, что необходимо найти такое 
значение сщ (при со 2 = оо), для которого 


со 

л .) 


2 Уф , I 
со 2 + р 2 ст = У 


СО 

-С 

п .1 


2 Лр 

со 2 + Р‘ 


■с/со 


А/2. 


Поскольку А в левой и правой частях сокращаются, 
[° (со 2 + р 2 ) -1 с/со = я /4р. 


ш, 


Выполняя интегрирование, имеем 


получим 


[(1/Р) агсІ§(со/Р)] I" (1/р) [(л/2) - агс!§ К/р)] = л/4р, 

откуда агсі§(со 1 /Р) = л/4 и со х = р . 

9 * 
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Таким образом, в нашем примере средняя мощность случай- 
ного процесса поровну распределена в пределах участков спектра 
частот выше (5 и ниже (3. Заметим, что в данном частном случае 
величина |3 является также частотой, на которой спектральная 
плотность равна половине ее максимального значения, соответ- 
ствующего частоте со = 0. Этот результат характерен именно для 
данной спектральной плотности и не является справедливым в об- 
щем случае. Например, для белого шума с ограниченным спек- 
тром (рис. 7.8) спектральная плотность сохраняет неизменным 
значение 5 0 в диапазоне частот до со = 2л \Ѵ, причем половина 
средней мощности приходится на частоты, превышающие со = 


= лИ7. 


Упражнение 7.10.1. Говорят, что случайный процесс имеет спектр Баттер- 
ворта п - го порядка, если его спектральная плотность имеет вид 


(со) = [1 + (<о/2яи7) 2л ]~\ 


где \Ѵ — ширина спектральной плотности на уровне половинной мощности. 

а) Определите ширину полосы частот, вне пределов которой спектральная 
плотность составляет менее 1 % ее максимального значения. 

б) Для п = 1 определите ширину полосы частот, вне пределов которой 
сосредоточено не более 1 % средней мощности. 

Ответы: 2лІУ (99) 1/2п , 400Ц7. 

Упражнение 7.10.2. Пусть в двоичной системе связи, рассмотренной в этом 
разделе, используются импульсы треугольной формы. Предположим, что функ- 
ция, описывающая форму этих импульсов, имеет вид 


1 — | 2 1Ц г | при |(|< *і/2, 
0 при | і | > / х /2. 


/ (0 = { 


Определите ширину спектра этого сигнала, используя введенный выше критерий. 
Ответ : 12,56/П- 


ЗАДАЧИ 


7.1.1. Усеченный случайный процесс X (I) имеет вид X (і) = М при 
| / | ^ Т и равен нулю при остальных | /|. Случайная величина М равномерно 
распределена в интервале [ — 6, 18]. 

а) Определите математическое ожидание этого случайного процесса. 

б) Найдите его преобразование Фурье. 

в) Определите математическое ожидание этого преобразования Фурье. 

г) Каким образом ведет себя данное преобразование Фурье при Т то? 

7.2.1. а) Примените теорему Парсеваля для вычисления интеграла 


СО 



• — СО 


б) Примените теорему Парсеваля для вычисления интеграла 
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7.2.2. Спектральная плотность стационарного случайного процесса равна 

5 Г ( Ш ) = / 1 4“ 1/8" при |со|<8я, 

ІО при других |ю|. 

Опредѣлите значение среднего квадрата (средней мощности) этого процесса. 

7.2.3. Пусть некоторый случайный процесс со спектральной плотностью 
‘-’-Х (ы) имеет значение среднего квадрата, равное 4. Определите значения сред- 
н . их . квад Р ат °® случайных процессов, имеющих спектральные плотности вида 

а) 45л- (со), б) 5* (4м), в) 5* (со/4), г) 45 х (4со). 

7.3.1. Для каждой из следующих функций частоты со установить, могут 
ли они являться спектральными плотностями случайных процессов, если нет, 
то пояснить, почему 

а) (со 2 + Зсо + 1)-і, г) 0)2 + 4 

' ’ ’ со 4 — 4со 2 + 1 ’ 

б) 9со а + 18 ’ Д) (1 -со5со) 2 /со 3 , 

в) 10 ехр [— со 2 ], е) 6 (со) + <й 3 /(а* + 1). 

7.3.2. Стационарный случайный процесс описывается выражением 

X (/) = Л4 + 5 сов (10/ + Ѳ,) + 10 зіп (5/ + Ѳ 2 ), 

ГД о М Т сл У чаяная величина, равномерно распределенная в интервале [ — 3, 9], 
Д °і и “2 — случайные величины, равномерно распределенные в интервале 
10, 2п\. Все три случайные величины М, О, и Ѳ 3 взаимно независимы. Для 
этого случайного процесса определите: а) математическое ожидание, б) диспер- 
сию, в) спектральную плотность. 

7.3.3. Спектральная плотность стационарного случайного процесса X (/) 
р звнз 

5 *і; М = 32я6 (со) + 8л6 (со — 6) + 8я8 (о + 6) + 

+ 32л6 (со — 12) + 32л6 (со + 12). 

а) Определите математическое ожидание этого случайного процесса. 

б) Определите дисперсию процесса X ((). 

в) Перечислите все дискретные частотные компоненты этого случайного 
процесса. 

7.3.4. Для случайной последовательности импульсов, показанной на ри- 
сунке, с одинаковыми вероятностями может иметь место отсутствие или наличие 
импульсов с периодом, равным 0,1 с. Момент начального отсчета времени ( п 
является случайной величиной (случайной относительно ансамбля возможных 
реализаций), равномерно распределенной в интервале длительностью 0,1 с. 
Определите для этого случайного процесса а) математическое ожидание, б) дис- 
персию, в) спектральную плотность. 
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7.4.1. Спектральная плотность стационарного случайного процесса Х( і) 
равна 


5* (со) = 


16 (со 2 + 36) 

(о 4 + 13о> 2 + 36 ' 


а) Запишите выражение для этой спектральной плотности как функции 
комплексной частоты 5. 

б) Перечислите все ее полюса и нули. 

в) Определите значения спектральной плотности на частоте 1 Гц. 

г) Предположим, что должна быть осуществлена нормировка (масштаби- 
рование) спектральной плотности таким образом, чтобы на нулевой частоте она 
осталась неизменной, а на частоте 100 Гц стала равной исходной спектраль- 
ной плотности на частоте 1 Гц. Запишите выражение для полученной таким 
образом спектральной плотности как функции 5 . 

7.4.2. Значение спектральной плотности случайного процесса на нулевой 
частоте равно 10 В 2 /Гц. На комплексной частотной плоскости нули этой функции 
имеют место в точках ±5, а полюса имеют координаты +2 ± /5 и ±6 ±/3. 

Запишите выражение для спектральной плотности а) как функции 5 , б) как 
функции ( 0 . 

в) Определите значение спектральной плотности на частоте 1 Гц. 

7.5.1. Определите значение среднего квадрата случайного процесса со 
спектр альной'плотностыо, определенной а) в задаче 7.3.1а, б) в задаче 7.3.1г. 

7.5.2. а) Используя табл. 7.1, вычислите значение среднего квадрата 
случайного процесса со спектральной плотностью, определенной в задаче 7.3.2. 

б) Выполнить предыдущее задание путем интегрирования по контуру в пло- 
скости комплексных частот. 

7.5.3. Вычислите значение среднего квадрата (среднюю мощность) стацио- 
нарного случайного процесса X ((), спектральная плотность которого равна 

8х ^ = з 4 - 52х 2 + 576 * 

7.5.4. Определите значение среднего квадрата стационарного случайного 
процесса, спектральная плотность которого равна 

(<0) = со 4 + 5 ~!о 2і0 |- 4 + 8я6 (М) + 2яб (“ - 3) + 2я8 (со + 3). 


7.6.1. Стационарный случайный процесс X (/) имеет корреляционную 
функцию вида 


Кх 



— | т |/0,05) при | х | ^ 0,05, 
при других | т |. 


Определите для этого случайного процесса а) дисперсию, б) спектральную плот- 
ность, в) значения шит, для которых соответственно спектральная плотность 
и корреляционная функция равны нулю. 

7.6.2. Корреляционная функция стационарного случайного процесса равна 


Кх (т) = 16 ехр [ — 5 | т | ] соз 20 ят + 8 соз Юлт. 

Определите: а) дисперсию этого случайного процесса, б) его спектральную 
плотность, в) значение спектральной плотности на нулевой частоте. 

7.6.3. Спектральная плотность стационарного случайного процесса X (I) 
равна 

5*(ш) = ( 5 ПРИ 10 <І“І< 20 ' 

I 0 при других | СО I . 
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Определите: а) значение среднего квадрата этого случайного процесса, 

б) его корреляционную функцию, в) значение корреляционной функции при 

7,6.4. Корреляционная функция нестационарного случайного процесса 
имеет вид 


%х (К і + т) = 8 ехр [— 5 |т |] (соз 20я/) 2 . 


а) Определите спектральную плотность этого случайного процесса. 

б) Какой вид должна иметь корреляционная функция, чтобы соответствую- 
щий случайный процесс был стационарным? 

7.7.1. Спектральная плотность стационарного случайного процесса равна 


(со) = 9/ (со 2 + 64). 


а) Запишите выражение для спектральной плотности белого шума с огра- 
ниченным спектром частот, имеющей такое же значение на нулевой частоте и 
определяющей то же значение среднего квадрата. 

б) Определите корреляционную функцию случайного процесса, описывае- 
мого исходной спектральной плотностью. 

в) Определите корреляционную функцию белого шума с ограниченным спект- 
ром частот (п. а.). 

г) Сравните значения двух полученных корреляционных функций при 
т = 0 и графики этих функций. 

7.7.2. Спектральная плотность стационарного случайного процесса X (/) 
рзвнз 



0,01 при | со | < 1000л, 
О при других | со |. 


а) Определите корреляционную функцию этого случайного процесса. 

б) Определите наименьшее значение т, при котором корреляционная функ- 
ция равна нулю. 

в) Определите степень корреляции (т. е. значение корреляционной функции) 
между выборочными значениями этого процесса, взятыми с частотой 1000 от- 
счетов/с Проделайте то же самое для частоты выборки, равной 1500 отсчетов/с. 

" Спектральная плотность (со) стационарного случайного про- 

цесса X (?) равна 5х (со) = 16/(ш 2 + 16), а спектральная плотность 5у (со) 
независимого от него случайного процесса У (() имеет вид 5у (со) = со 2 / (со 2 + 

, !й\* и два процесса образуют новый случайный процесс V (і) = X (I) 4- 
+ V {(). Определите 

1 а ) спектральную плотность случайного процесса II (I), 

б) взаимную спектральную плотность З хѵ (со), 

в) взаимную спектральную плотность З хи (со).’ 

■7 о ДВ У Х сл У ча йных процессов X (I) и У (I), определенных в задаче 

/.8.1, образован новый случайный процесс V (I) = X (I) — У ((). Определите 
взаимную спектральную плотность 8 иѵ (со). 

„ 7.9.1. Для условий и результатов решения задачи 6.4.1, связанной с оцен- 
кой корреляционной функции, выполнить: 

а) Оценку спектральной плотности для прямоугольного окна запаздывания 
при (Ц — I), 1 , 2 . , о. 

б) Оценку спектральной плотности для окна Хэмминга с использованием 
результатов п. а. 

в ) Приближенный расчет дисперсии оценки спектральной плотности для 
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7.9.2. Так называемое «хэннинг-окно», одним из первых нашедшее приме- 
нение для сглаживания оценок спектральных плотностей, во временной об- 
ласти описывается выражением 

Г 0,5 + 0,5 соз (лт/т т ) при | т К т т , 
іи (х) = < 

I 0 при других | т |. 

а) Получите выражение для оценки спектральной плотности при исполь- 
зовании «хэннинг-окна», аналогичное выражению (7.66) для окна Хэмминга. 

б) Сравните уровни боковых лепестков спектральных окон при использо- 
вании окна Хэмминга и «хэннинг-окна». 

7.9.3. Используя данные задачи 7.9.1, найдите оценку спектральной плот- 
ности при использовании «хэннинг-окна». 

7.10.1. Рассмотрим систему связи, в которой используются двоичные им- 
пульсы, имеющие форму «приподнятого косинуса», описываемые функцией 



Ѵг (1 + соз пІ/( х ) при 1 1 К і х , 
0 при других 


И- 


Заметим, что эти импульсы в два раза шире импульсов, изображенных на 
рис. 7.11, б, однако длительность информационного двоичного символа оста- 
лась равной І х . Очевидно, что эти импульсы перекрываются во времени, од- 
нако в области пика (вершины) каждого из них перекрытие за счет влияния 
предшествующего и последующего импульсов отсутствует. Сигнал такой струк- 
туры используется для дальнейшего уменьшения занимаемой им полосы частот 
по сравнению со случаем применения стандартной последовательности импуль- 
сов, имеющих форму «приподнятого косинуса». 

а) Запишите выражение для спектральной плотности полученной таким 
образом последовательности импульсов. 

б) Найдите частоту со х , для которой (т. е. больше которой) уровень спект- 
ральной плотности меньше 1 % ее максимального значения. 

в) Какой вывод можно сделать относительно ширины полосы частот, зани- 
маемой сигналами этой системы связи по сравнению с сигналами, рассмотрен- 
ными в разд. 7.10? 

7.10.2. Спектральная плотность стационарного случайного процесса имеет 
полюса на плоскости комплексных частот, расположенные в точках с коорди- 
натами « = ±10 ± /100. 

а) Найдите ширину этой спектральной плотности (в герцах), соответствую- 
щую уровню половинной мощности. Поясним, что эта ширина определяется 
как полоса частот, ограниченная точками, в которых уровень спектральной 
плотности равен половине ее максимального значения. 

б) Найдите ширину спектральной плотности, ограниченную частотами, для 
которых уровень спектральной плотности составляет 1 % ее максимального 
значения. 

7.10.3. В системе связи осуществляется передача импульсов прямоуголь- 
ной формы со скоростью 2400 бит/с. Определите приближенно частоту спектра 
такого сигнала, ниже которой содержится 90 % его средней мощности. 

7.10.4. Спектральная плотность случайного процесса X (I) имеет вид 


5 Х (со) = [1 + (ш/глВ,) 2 ]-". 


а) Выразите ширину спектральной плотности (в герцах), соответствующую 
уровню половинной мощности, через В 1 . 

б) Определите значение частоты, выше которой уровень спектральной пло- 
тности всегда меньше ее максимального значения. 
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источников в данной области. 


Глава 8 


Реакция линейных систем 
на воздействие случайных сигналов 


8.1. Введение 

Материал, рассмотренный в предыдущих главах, был посвя- 
щен выбору методов наглядного и рационального математического 
представления случайных функций времени. Следующий этап 
должен заключаться в определении того, каким образом могут 
быть использованы эти методы для определения реакции (отклика), 
т. е. выходного сигнала линейной системы при действии на ее 
входе случайного, а не детерминированного сигнала. 

Мы полагаем, что читатель уже знаком с традиционными ме- 
тодами анализа линейных систем во временной или частотной 
областях. В рамках представляемого материала упоминание 
об этих методах осуществляется для внесения ясности в вводимые 
обозначения, однако при этом не предпринимаются попытки рас- 
смотрения фундаментальных концепций, лежащих в основе данных 
методов. В качестве характеристик собственно линейной системы 
будем рассматривать ее импульсную характеристику Н ( і ) или 
комплексную частотную характеристику Н (/со), представляющую 
собой преобразование Фурье функции Іі ( I ). Часто представляется 
целесообразным использовать также передаточную функцию си- 
стемы Н (з), являющуюся преобразованием Лапласа импульсной 
характеристики. В большинстве случаев для удобства начальные 
условия полагаются нулевыми, однако при необходимости может 
быть осуществлен учет ненулевых начальных условий с помощью 
известных методов. 

Если воздействие на входе линейной системы является детер- 
минированным, то любой известный подход позволяет получить 
однозначные соотношения между входным и выходным сигна- 
лами. При наличии на входе системы реализации случайного 
процесса опять же существует взаимно однозначное соответствие 
процессов на входе и выходе, однако в силу их случайной природы 
невозможно явное представление (описание) возбуждающего воз- 
действия, а значит, и отклика системы. В данном случае в нашем 
распоряжении остается либо вероятностное, либо статистическое 
описание отклика системы именно потому, что мы должны ис- 
пользовать такое описание для самого возбуждающего воздей- 
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ствия, т. е. случайного процесса на входе системы х ). Из этих 
двух методов описания (вероятностного и статистического) ста- 
тистический метод оказывается более результативным. Только для 
ограниченного круга задач представляется возможным получить 
вероятностное описание выходного процесса исходя из подобного 
описания процесса на входе, тогда как для большого числа случаев, 
представляющих практический интерес, легко получить статисти- 
ческую модель выходного процесса путем применения простых 
математических операций к статистической модели входного про- 
цесса (путем пересчета числовых статистических характеристик, 
корреляционной функции и спектральной плотности входного 
случайного процесса к выходу. — Перев.). С помощью этого ме- 
тода могут быть определены такие характеристики случайного 
процесса на выходе линейной системы, как его математическое 
ожидание, корреляционная функция и спектральная плотность. 
Ниже будет рассматриваться только статистический подход. 

8.2. Анализ во временной области 

Посредством интеграла свертки можно определить реакцию 
линейной системы на воздействие самого общего вида. Для систем 
с изменяющимися во времени параметрами или для нестационар- 
ных случайных воздействий (а также при одновременном возник- 
новении обеих этих ситуаций) соответствующий анализ оказы- 
вается достаточно сложным, поэтому эти случаи в дальнейшем 
рассматриваться не будут. С тем чтобы приблизить проводимый 
анализ к реальным ситуациям, ограничим наше рассмотрение 
случаем физически реализуемых систем (в отечественной литера- 
туре в последнее время чаще используется термин «физически 
возможные системы». — Перев.), являющихся при этом устойчи- 
выми. Обозначим через х ( і ), Н (І) и у ( і ) соответственно входной 
процесс, импульсную характеристику системы и выходной про- 
цесс (рис. 8.1). Тогда связь между ними может быть установлена 
с помощью соотношения 

„ оо 

У (0 = \х{і - X) Н(К)Ок, (8.1) 

О 

или 

і 

У (0 = \ х (к) к (і — X) сік. (8.2) 


х ) Напомним, что под вероятностным описанием случайного процесса мы 
понимаем его представление с помощью ряда вероятностных функций (одномер- 
ных и многомерных функций распределения, плотностей вероятностей и 
г Д- Персв.)\ под статистическим описанием мы понимаем представление с 
помощью характеристик, усредненных по ансамблю реализаций (в частности, 
с использованием математического ожидания, дисперсии, корреляционной 
функции). 
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Условия физической реализуемости и устойчивости 
деляются выражениями 

Л (0 = 0, і < О, 


системы опре- 
(8.3) 


сю 

\\к(і)\йКоо. (8.4) 

— оо 


Исходя из этих определений, можно получить много важных ха- 
рактеристик выходного сигнала линейной системы при действии 
на ее входе стационарного случайного процесса. 

Рассмотрим простой пример анализа во временной области 
процесса воздействия детерминированного сигнала на линейную 
систему с целью пояснения методики этого анализа и ее обобще- 
ния на случай воздействия недетер- 
у(і ) ч минированных сигналов. Пусть им- 

* пульсная характеристика линейной 

системы равна 


т 


Ш) 


Рис. 8.1. Представление линейной 
системы во временной области. 


Г Бехр [— 3 1], 

I о- 


*> 0 , 

і<0. 


Ясно, что эта импульсная характеристика удовлетворяет усло- 
виям физической реализуемости и устойчивости. Пусть на входе 
этой линейной системы имеет место детерминированный случайный 
процесс (в соответствии с отечественной терминологией — «квази- 
детерминированный процесс». — Перев.) вида 

X (і) = М + 4 со5 (21 + Ѳ), — оо < / < оо, 


где М и Ѳ — - взаимно независимые случайные величины, из ко- 
торых Ѳ равномерно распределена в интервале [0, 2л]. Заметим, 
что этот процесс стационарен, но не обладает свойством эргодич- 
ности. Кроме того, так как известно представление входного сиг- 
нала в явной математической форме, можно получить и явное 
математическое выражение для выходного сигнала, несмотря 
на то что этот сигнал содержит случайные параметры. Следова- 
тельно, данная ситуация существенно отличается от случаев, 
анализ которых составляет основное содержание этой главы, 
а именно, когда на входе линейной системы имеют место недетер- 
минированные случайные процессы, не имеющие явного матема- 
тического описания. 

Хотя для определения сигнала на выходе линейной системы 
в равной мере могут использоваться выражения (8.1) и (8.2), 
применим последнее из них. Тогда получим 

і 

у (і)= } [М + 4 С 05 (21 + Ѳ)] 5 ехр [—3(1- К)]сіІ. 
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В результате интегрирования имеем 

У (0 = 7з м + (20/13) [3 с 05 {21 + Ѳ) + 2 зіп (2 і + Ѳ) ]. 
Отсюда следует, что сигнал на выходе рассматриваемой линейной 
системы также является случайным процессом и содержит те же 
самые случайные параметры, что и процесс на входе. Более того, 
если определены плотности вероятностей этих случайных величин, 
то можно вычислить такие статистические характеристики вы- 
ходного процесса, как его математическое ожидание и дисперсия. 
Это иллюстрируется следующими упражнениями. 


Упражнение 8.2.1. Импульсная характеристика линейной системы описьг 
вается выражением 


I ехр [ — 5/], I ^ О, 
О, КО. 


На входе такой системы наблюдается случайный процесс X (I) вида X ( I ) = М, 
— оо</<оо, где М — случайная величина, равномерно распределенная 
в интервале [ — 6, 18]. 

а) Запишите выражение для случайного процесса на выходе системы. 

б) Определите математическое ожидание выходного сигнала. 

в) Определите дисперсию выходного сигнала. 

Ответы: 48/625, 6/25, Л4/25. 

Упражнение 8.2.2. Импульсная характеристика линейной системы описы- 
вается выражением 


Н(1) = 


56(0 + 3, 0<<<1, 
О при других і. 


На входе такой системы наблюдается реализация случайного процесса X (/), 
описываемого выражением 

X {() = 4 зіп (2л( + Ѳ) , — оо < / < оо , 


где Ѳ — случайная величина, равномерно распределенная в интервале [0, 2я]. 

а) Запишите выражение для случайного процесса на выходе системы. 

б) Найдите математическое ожидание процесса. 

в) Вычислите дисперсию выходного процесса. 

Ответы: 0; 200; 20зіп (2 пі + Ѳ). 


8.3. Математическое ожидание и средний квадрат сигнала 
на выходе линейной системы 

Наиболее удобная форма интеграла свертки, связывающего 
недетерминированный случайный процесс X (/) на входе линей- 
ной системы, имеющей импульсную характеристику Н (/), с про- 
цессом У ( I ) на выходе, имеет вид 

оо 

У (і) = | X (і - X) Н (X) ёХ. (8.5) 

о 

Предпочтительность такого представления обусловлена тем, что 
пределы интегрирования в (8.5) не зависят от і. Используя эту 
форму записи, рассмотрим сначала математическое ожидание 
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случайного сигнала V (() на выходе системы, которое по определе- 
нию равно 



( 8 . 6 ) 


Следующим очевидным шагом должно быть изменение последова- 
тельности выполнения операций интегрирования и статистиче- 
ского усреднения, а именно внесение символа математического 
ожидания под знак интеграла. Прежде чем приступить к непо- 
средственной реализации этой процедуры, необходимо рассмо- 
треть условия, при выполнении которых правомерно такое изме- 
нение порядка выполнения указанных операций. 

Задача определения математического ожидания интеграла, 
подынтегральное выражение которого содержит случайную функ- 
цию, возникает достаточно часто. Почти во всех этих случаях 
желательно иметь возможность внесения операции усреднения 
под знак интеграла, что упрощает подынтегральное выражение. 
К счастью, такая процедура возможна почти во всех ситуациях, 
представляющих практический интерес, а поэтому она широко 
используется в изложении последующего материала с небольшими 
к ней комментариями, а иногда и без них. Следует, однако, по- 
стоянно иметь в виду условия, при которых указанная процедура 
оказывается возможной, даже если доводы в пользу их правомер- 
ности не совсем понятны. Эти условия могут быть определены 
следующим образом. 

Если 2 (0 — некоторый случайный процесс (или какая-либо 
его функция, например, квадрат этого процесса), а / ({) — какая- 
либо неслучайная функция времени, то 


Е \ 2 (і) I {і) сП =\Е[2 (()][(і)сіі 


Ь. . и 

при условии, что 

і я 


1) \ Е{\2(і)\]\Пі)\си<оо, 


2) процесс 2 (і) ограничен на интервале [і ъ і 2 ], где і х и і 2 
могут быть бесконечно большими (при этом не требуется стацио- 
нарность процесса 2 ( і )). 

При использовании этого соотношения в анализе линейных 
систем неслучайной функцией времени / ( і ) обычно является им- 
пульсная характеристика Іг (і). При воздействии на линейную 
систему стационарных в широком смысле случайных процессов 
величина Е [ \ 2 (I) | ] является постоянной, не зависящей от вре- 
мени і. Следовательно, для выполнения условия 1 достаточно, 
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чтобы было удовлетворено условие устойчивости (8.4). Для реаль- 
ных сигналов функция 2 ( I ) всегда ограниченна, за исключением 
ряда математических моделей, для которых соответствующая 
функция времени может и не быть ограниченной. 

Возвращаясь к задаче определения математического ожидания 
случайного процесса У (() на выходе линейной системы примени- 
тельно к случаю воздействия на нее стационарного в широком 
смысле случайного процесса X ( і ), запишем 

оо оо 

У = \е[Х(і-Х)]Н(Х)(11 = х\Н(і)(1Х. (8.7) 

о о 

Необходимо напомнить известный результат из анализа систем, 
заключающийся в том, что площадь, ограниченная импульсной 
характеристикой, равна коэффициенту усиления системы по по- 
стоянному току (т. е. характеризует степень усиления системой 
постоянной составляющей входного воздействия), или, что то же 
самое, значению амплитудно-частотной характеристики при со = 0. 
Следовательно, выражение (8.7) устанавливает тот очевидный 
факт, что постоянная составляющая выходного сигнала равна 
постоянной составляющей входного сигнала, умноженной на 
коэффициент усиления системы по постоянному току. Если мате- 
матическое ожидание случайного процесса X ( і ), действующего 
на входе системы, равно нулю, то математическое ожидание вы- 
ходного процесса У (і) также будет равным нулю. Если система 
не пропускает постоянную составляющую тока, то соответству- 
ющий выходной процесс всегда будет иметь нулевое математиче- 
ское ожидание. 

Для определения значения среднего квадрата выходного сиг- 
нала необходимо вычислить математическое ожидание произведе- 
ния двух интегралов. Однако если ввести две переменные интегри- 
рования, то это произведение можно всегда представить в виде 
двойного интеграла 


У 2 = Е[У 2 (() } Е 


[ X (I - А*) Н (К) сП, | X (і - л 2 ) Н (Ха) сП, 


оо оо 


| \х(і- л х ) х(і- і 2 ) н (хо н (х 2 ) ах 2 


о о 


(8.8) 


оо оо 

= \ йК | Е [X (і - К) Х(і- ?і 2 )] Н (К) Н (К) <1К (8.9) 

о о 

где разные индексы при переменных интегрирования \ и Л 2 
введены во избежание путаницы. Математическое ожидание выра- 
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жения под знаком второго интеграла представляет собой корреля- 
ционную функцию входного случайного процесса, а именно 

Е [X ( І А.!) X (I Я, 2 )] = Их (( — ^-і — і -|- Х 2 ) = Их (^-2 — ^і)- 

Следовательно, выражение (8.9) приобретает вид 

оо оо 

у* = 1 ЛК 1 Их (К - К) н {Ю Л ІЮ <& 2 - (8. 10) 

о о 

Обычно вычисление величины У 2 в соответствии с (8.10) не 
представляет собой значительных затруднений в случаях, когда 
Их (т) и к ( і ) содержат только экспоненциальные функции. Тем 
не менее соответствующие процедуры часто оказываются очень 
громоздкими. Это обусловлено тем, что в ряде случаев корреля- 
ционные функции имеют разрывы их производных в нуле (в дан- 
ном случае при = Я 2 ), вследствие чего интегрирование должно 
выполняться в пределах нескольких областей. Эти особенности 
будут рассмотрены ниже. На данном этапе, однако, целесооб- 
разно проанализировать более простой случай, когда на вход 
линейной системы воздействует случайный процесс типа белого 
шума. Как было показано в разд. 7.7, при этом справедливо соот- 
ношение 


Их (т) = 5 0 6 (т), 

где 5 0 — двусторонняя спектральная плотность белого шума. 
Тогда соотношение (8.10) можно переписать в виде 

у* = 1 Лі [ 5 0 б (Х 2 - X,) Н ( X х ) к (Х 2 ) сІХ 2 . (8.11) 

о б 

Интегрируя по переменной Х 2 , получим 

К^= 5с! Л 2 (*)<&. (8.12) 

о 

Следовательно (а это важный результат), значение среднего 
квадрата У 2 пропорционально площади, ограниченной квадратом 
импульсной характеристики 2 ). 

В качестве иллюстрации применения этих соотношений рас- 
смотрим пример линейной системы в виде интегрирующей #С-цепи, 
реализующей в данном случае фильтр нижних частот (рис. 8.2). 


2 ) Необходимо отметить, что для некоторых функций этот интеграл может 
оказаться расходящимся даже при выполнении условия (8.4). Это имеет место, 
например, когда к ( ( ) содержит О-функцин. Примером соответствующей системы 
может являться Д?С-цепь, реализующая фильтр высоких частот. 


Реакция линейных систем на воздействие случайных сигналов 


273 


В соответствии с (8.7) математическое ожидание выходного сиг- 
нала V (І) равно 


V = X | Ь ехр [ ~ЬЦ йі = ХЬ - хр _[~ а| 

О 


оо 

I) 


= X. 


(8.13) 


Этот результат легко проверить, убедившись в том, что коэффи- 
циент усиления этой цепи по постоянному току равен единице. 

Вычислим теперь значение среднего квадрата случайного про- 
цесса V ( I ) на выходе этой цепи при воздействии на ее вход белого 
шума. Из (8.12) имеем 


К 2 = 


5 0 [ Ь 2 ехр [ -2Ы] дХ = Ь 2 3 0 

6 (І 


Ъ8 0 /2. (8.14) 


Следует заметить, что параметр Ь, 
являющийся величиной, обратно 
пропорциональной постоянной 
времени рассматриваемой цепи 
(Ь = 1/т с , где т с = І?С), связан 
также с ее полосой пропускания В 
соотношением 

В = 1/2лЯС = ЪІ 2я [Гц], 

так что (8.14) можно переписать в 
виде 


8 


О ѴѴѵ Ш- 

+ 


-о 

+ 


т с ~~ 


У(і) 


О 4- 


-о 


Рис. 8.2. ЯС-цепь, реализующая 
фильтр нижних частот с переда- 
точной характеристикой 


V 2 = яВ 5 0 . 


(8.15) 


Н(в) = [РС(з+ 1/ = 

= Ь/(з + Ь), 
где Ь = 1 /КС, 

и импульсной характеристикой 


н(і)=і Ье ~ Ь1 ' °* 

ІО, / < 0 . 


Из вышеизложенного очевидно, 
что значение среднего квадрата 
случайного процесса на выходе 
такой цепи возрастает по линей- 
ному закону с увеличением ее 
полосы пропускания. Такой ре- 
зультат является характерным для случаев, когда ширина спектра 
случайного процесса на входе линейной системы намного пре- 
вышает полосу пропускания этой системы. 

Далее следовало бы рассмотреть ситуацию, когда входной 
случайный процесс X ( I ) не является белым шумом. При этом 
должен быть вычислен двойной интеграл вида (8.10), что пред- 
ставляет собой трудоемкую процедуру, являющуюся лишь част- 
ным вариантом более общей задачи определения корреляционной 
функции случайного процесса V ( I ) на выходе линейной системы. 
Так как решение этой задачи в ее полном объеме лишь в незначи- 
тельной степени сложнее процедуры вычисления значения сред- 
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него квадрата того же самого случайного процесса, эти вопросы 
рассмотрим в следующем разделе. 

Упражнение 8.3.1. Импульсная характеристика линейной системы опреде’ 
ляется выражением к (I) = і ехр [ — 3^] и (і), где и ( I ) — единичная ступенчатая 
функция. На вход такой системы воздействует аддитивная смесь белого шума 
с двусторонней спектральной плотностью 4 В 2 /Гц, и постоянной составляющей 
2 В. Определите 

а) математическое ожидание случайного процесса на выходе этой системы, 

б) его дисперсию, 

в) значение среднего квадрата выходного процесса. 

Ответы : 0,037, 0,0864, 0,2222. 

Упражнение 8.3.2. На вход интегратора со сбросом воздействует белый шум, 
имеющий двустороннюю спектральную плотность, равную 0,25 В 2 /Гц. Импульс- 
ная характеристика интегратора определяется выражением к (I) = 5 [и ( і ) — 
— и (( — 0,2)]. Найдите а) математическое ожидание случайного процесса на 
выходе этой системы, 

б) значение среднего квадрата выходного процесса. 

Ответы : 0, 1,25. 


8.4. Корреляционная функция случайного процесса 
на выходе линейной системы 

Определение корреляционной функции случайного процесса 
У ( I ), действующего на выходе линейной системы, непосредст- 
венно связано с задачей вычисления его среднего квадрата. По 
определению эта корреляционная функция равна 

(т) = Е\Ѵ (О V (і + т)]. 

Следуя методике, которая использовалась применительно к ра- 
венству (8.9) и в отличие от которой в подынтегральном выраже- 
нии второго сомножителя, стоящего под знаком математического 
ожидания, необходимо заменить і на I + т, получим соотношение 
для корреляционной функции 

оо сю 

Яу (т) = \ СІК ^ Е[Х((- Ю Х(1 + Т — Я*)] А (*і) А (*») <&«• (8-16) 

о о 

В данном случае математическое ожидание в подынтегральном вы- 
ражении равно 

Е [X ( I — - Хі) X (і - {- т — ^ 2 )] = Ях {I — — і — т -(- = 

= Ях (^2 — т )- 

Тогда выражение для корреляционной функции выходного про- 
цесса У ( і ) будет иметь вид 

оо оо 

Яу (т) = | <&! I Ях (К - Хі - т) к (К) К (Х 2 ) йК (8. 1 7) 

о о 

где Ях — корреляционная функция случайного процесса X (і) 
на входе линейной системы. Следует обратить внимание на сход- 
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ство между этим результатом и выражением для среднего ква- 
драта (8.10), которые, как и следовало ожидать, оказываются 
идентичными при т = 0. 

В случае воздействия на линейную систему белого шума вы- 
ражение для корреляционной функции процесса на ее выходе 
существенно упрощается. Пусть, как и ранее, для Д д - (т) спра- 
ведливо соотношение Ях ( т ) = 5 0 б (т), которое подставим в (8.17), 
тогда получим 

оо оо 

Яг (т) ] сіХ г I 5 0 б (ко - к г - т) к (к г ) к (ко) сік . 3 = 

о о 


т > О 


= 5 0 1 к (кг) к (К + т) (1кг. 

О 


т < О 


(8.18) 


■X 

Рис. 8.3. Графики сомножителей подынтегрального выражения (8.18) для 
РС- цепи, изображенной на рис. 8.2. 




Таким образом, при воздействии белого шума на линейную си- 
стему корреляционная функция выходного процесса пропорцио- 
нальна корреляционной функции импульсной характеристики 
этой системы. 

Этот вывод можно пояснить на примере воздействия белого 
шума на линейную цепь, изображенную на рис. 8.2. При этом 

оо 

Ку (т) = 5 0 ^ ь ехр [— Ьк] Ь ехр [— Ь (к + т)] <ік = 
о 


- 6» 5„ ехр [—6x1 

о 


(65 0 /2) ехр [ — Ьх], т>0. (8.19) 


Данный результат справедлив только при т > 0. Для т < 0 
должна быть выбрана другая область интегрирования, так как 
импульсная характеристика при отрицательных значениях аргу- 
мента всегда равна нулю. Эти рассуждения можно пояснить 
с помощью рис. 8.3, иллюстрирующего вид функций (сомножи- 
телей) к (7,) и к (к + т), входящих в подынтегральное выражение 
равенства (8.18), для случаев т > 0 и т < 0. Естественно, если 
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один из этих сомножителей равен нулю, то подынтегральное вы- 
ражение также оказывается равным нулю. При т < 0 соотноше- 
ние (8.18) приводится к виду 

оо 

Ду (т) = 5 0 [ Ь ехр [— Ы] Ь ехр [— Ъ (I + т)] ах = 


= ^ 0 ехр[-И- Р -1~ т] 


= (Ь8 0 / 2) ехр [Ьт], 


т < 0. 


( 8 . 20 ) 


Объединяя (8.19) и (8.20), получим в целом выражение для корре- 
ляционной функции, справедливое как для положительных, так 

и для отрицательных т: 

Кѵ ( т ) = (Ь8 0 / 2) ехр [— Ь I т |], 
— ОО < Т< ОО. (8.21) 

Теперь ясно, что расчеты для 
т < 0 можно было и не произво- 
дить. Действительно, так как 
корреляционная функция яв- 
ляется четной функцией аргу- 
мента т, общее выражение 
можно непосредственно полу- 
чить из (8.19) заменой т на |т|. К такому приему мы будем 
прибегать неоднократно в дальнейшем. 

Целесообразно рассмотреть хотя бы один пример, когда вход- 
ной случайный процесс не является белым шумом. При этом 
можно было бы пояснить ряд возникающих трудностей, связан- 
ных с операцией интегрирования в (8.18), а также использовать 
полученные результаты для того, чтобы сформулировать выводы 
и рекомендации, касающиеся правомерности и практической 
пользы аппроксимации реального случайного процесса белым шу- 
мом. С этой целью предположим, что случайный процесс, воздей- 
ствующий на вход /?С-цепи, изображенной на рис. 8.2, имеет 
корреляционную функцию вида 

ДхЦ) = (|35 0 /2)ехр[— Р|т|], — оо<т<оо. (8.22) 

Коэффициент р$ 0 /2 выбран с тем расчетом, чтобы спектральная 
плотность этого случайного процесса на частоте со = 0 была равна 
5 0 (см. (7.41) и рис. 7.7, б). Таким образом, полагается, что на 
низких частотах спектральная плотность данного случайного 
процесса равна спектральной плотности введенного выше (т. е. 
формирующего его) белого шума. 

Для определения в этом случае областей интегрирования 
целесообразно рассматривать корреляционную функцию 
Кх(К~ т) как функцию переменной Я 2 при т>0 (рис. 8.4). 



Рис. 8.4. Корреляционная функция, 
входящая в выражение (8.17). 
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Так как в соответствии с (8.17) Л 2 всегда считается положитель- 
ной, очевидно, что пределы интегрирования по переменной к 2 
должны быть равны к 2 = (0,^ + т) и к 2 = (А* + т, оо). Следова- 
тельно, (8.17) можно записать в форме 

Иѵ (т) = ^ | /? Л - (ко — к х — т) к (кх) к (к 2 ) сІк 2 + 

о о 

+ | йкх \ (к 2 - к - т) к (К) к (ко) сІк 2 - (6 2 р5 0 /2) х 

о 

X ^ ехр [ — (Ь ф- Р) А-і] йкх ^ ехр [— 0т]ехр [— (Ь — $)к 2 ]<ік 2 + 
о о 

+ (Ь 2 р5 0 /2) | ехр [— (Ъ — Р)^]^ ^ ехр [рх]ехр [ — (Ъ + Р) А, 2 ] кк 2 = 

О 

оо 

= - 2 6 (б-р) ехр р т і І ех р ( ь + р) х 

о 

х (ехр [— ( Ь — р) (кх + т)] — 1 } (ікх — 

— - 2 "( 6 + ~ р У ех Р [ Р т1 1 ехр [— (Ъ — Р) кх] ехр [— (Ь + р) (к г + т)] ккх = 
о 

6 2 |3$ 0 ( ехр [ — 6т] . ехр [ — Рт] ] . 6 2 Р$ 0 ехр [ — 6т] 

2 (6 — Р) ( 26 1 6ТР | ' 2 (6 + Р) 26 — 

= 2 {ехр [— РП - Ф/Ь) ехр [—6т]}. х > 0- (8.23) 

Используя свойство симметрии (четности корреляционной функ- 
ции), можно непосредственно записать аналогичное выражение 
для т < 0. Окончательно получим 

Кѵ (т) = ~ {ехр [ — Р | т |] — (Р/Л) ехр [— й|т|]}. (8.24) 

Чтобы сравнить полученный результат с выражением, выве- 
денным выше для случая воздействия на линейную систему белого 
шума, необходимо перейти к пределу р оо. При этом 

Ііт Я у (х) = (Ь3 0 / 2) ехр [— Ь \ т |], (8.25) 

3~>оо 

что совпадает с (8.21). Однако наибольший интерес представляет 
случай, когда р много больше Ь, но тем не менее является конеч- 
ной величиной. Это соответствует реальной физической ситуации, 
когда ширина спектра входного случайного процесса существенно 
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превышает полосу пропускания линейной системы. Для сравне- 
ния результатов, соответствующих двум вышеупомянутым слу- 
чаям, представим (8.24) в виде 

Кѵ (т) = (Ь8 0 / 2) ехр [—Ь \ т |] [ 1/(1 — Ь 2 /Р 2 )] х 

X { 1 - (Ь/р) ехр [— (р-й)|т|]|. (8.26) 

Первый сомножитель в (8.26) представляет собой корреляционную 
функцию выходного процесса системы при воздействии на ее 
вход белого шума. Второй и третий сомножители характеризуют 
степень отличия реальной корреляционной функции от корреля- 
ционной функции, соответствующей аппроксимации реального 
входного процесса белым шумом. Очевидно, когда (3 намного 
превышает Ь, оба этих сомножителя стремятся к единице. 

Основная цель этих рассуждений заключается в том, чтобы 
подчеркнуть, что на практике возникает большое число ситуа- 
ций, когда ширина спектра шумового воздействия на входе си- 
стемы значительно больше полосы ее пропускания, и при этом 
вполне допустимо использовать аппроксимацию этого воздействия 
процессом типа белого шума. Благодаря этому существенно 
уменьшается трудоемкость вычислений без ощутимых потерь точ- 
ности. Например, при использовании усилителя с высоким коэф- 
фициентом усиления и полосой пропускания 10 МГц наиболее 
интенсивной составляющей его шумов является дробовой шум 
первого каскада, ширина спектральной плотности которого может 
достигать 1000 МГц. Следовательно, коэффициент Ь/р, входящий 
в соотношение (8.26), равен всего лишь 0,01, а ошибка аппрокси- 
мации реального случайного процесса (в данном случае дробо- 
вого шума), действующего на входе усилителя, белым шумом не 
будет превышать 1 % . 

Упражнение 8.4.1. Для случая воздействия белого шума на вход интегратора 
со сбросом, импульсная характеристика которого определена в упражнении 
8.3.2, определите значения корреляционной функции выходного процесса при 
следующих т: а) т = 0, б) т = 0,1, в) т = 0,21. 

Ответы : 0, 0,625, 1 ,25. 

Упражнение 8.4.2. Импульсная характеристика линейной системы имеет вид 
Л (0 = 3 ехр [ — 3/1 и (/]. 

На вход этой системы воздействует случайный процесс, корреляционная функция 
которого равна Нх (т) = 2 ехр [—4 [ т | ]. Определите корреляционную функцию 
при следующих значениях ее аргумента: а) т = 0, б) т = 0,5 в) т = 1 

Ответы-. 0,1236, 0,417, 0,8571. 

8.5. Взаимная корреляционная функция случайных 
процессов на входе и выходе линейной системы 

Если случайный процесс воздействует на вход линейной 
системы, то должна существовать определенная связь выходного 
процесса с процессом на входе. Значит, эти процессы будут кор- 
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релированными, а при этом большое значение имеют природа и 
характер их взаимной корреляционной функции. Действительно, 
ниже на примере будет показано, как эта функция может быть 
использована при реализации методов экспериментального опре- 
деления импульсной характеристики любой линейной системы. 

Одна из двух возможных (Еху (т) или Еух (т)) взаимных 
корреляционных функций входного и выходного случайных про- 
цессов определяется соотношением 


Кхѵ (т) = Е[Х (О V (і + т)], 
а с учетом (8.5) приводится к виду 


Е.ху (т) — Е 


X (і) | Х{і + т - X) Н (Х)сІХ 


(8.27) 

(8.28) 


Так как функция X (і) не зависит от X, она может быть внесена 
под знак интеграла; после этого аналогичная процедура спра- 
ведлива и для операции математического ожидания, символ ко- 
торой также можно внести под знак интеграла. Тогда получим 


0° сю 

Ехѵ (т) = | Е [X (() Х(1 + Х- X)] Н (X) ах = \ Ех (т - X) Н (X) йХ. 
о о 

(8.29) 

Таким образом, данная взаимная корреляционная функция яв- 
ляется сверткой корреляционной функции случайного процесса 
на входе системы и импульсной характеристики этой системы. 

Вторая взаимная корреляционная функция рассматриваемой 
пары равна 


Дух(т) = .Е[Х(* + т)К(0] 


Е 


Х{і-\- т) \ X (і - Х)Н {X) йХ 

О 


оо оо 

= \ Е[Х(( + х)Х (і—Х)] Н{Х) сіХ=\ /? т (т + Х)Н (X) йХ. (8.30) 
6 о 

Так как корреляционная функция входного процесса, входящая 
в подынтегральное выражение равенства (8.30), симметрична 
относительно X = — т, а импульсная характеристика всегда равна 
нулю для отрицательных значений X, взаимная корреляционная 
функция Еу Х (т) всегда будет отличаться от Еху (т). Однако 
при т = 0 эти взаимные корреляционные функции имеют одина- 
ковые значения. 

Рассмотрим простой пример, поясняющий методику вычисле- 
ния взаимных корреляционных функций данного типа. Пусть 
на вход линейной системы, изображенной на рис. 8.2, поступает 
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случайный процесс X ( I ) с корреляционной функцией вида (8.22). 
При этом взаимная корреляционная функция может быть вы- 
ражена как 

Т 

Яхѵ (х) = | КР5 0 /2)ехр [— р (т — Щ 6 ехр [— Ы]сІ\ + 
о 

оо 

+ I |(Р 5 о/2)ехр [— р (А — т)]} 6 ехр [— Ьк]йХ, т > 0. (8.31) 

Т 

Непосредственно выполнив интегрирование, получим 
Дху (Т) = р Ь5 0 {[р/(р 2 - 6 2 )] ехр [-Ьх] - 

— [1/2(Р - 6)]ехр[— Ьт]}, т>0. (8.32) 

Выражение для Я Х у (х) при т < 0 имеет вид 

оо 

#А-у (т) = | {(Р5 0 /2) ехр[ — р (А,— т)]} Ьехр[— ЬЦЛХ (8.33) 
о 

Интегрирование (8.33) приводит к равенству 

Яхт (х) = [рЬ5 0 /2 (Р + Ь)] ехр [рт], т < 0. (8.34) 

Другая взаимная корреляционная функция Ятх (т) может быть 
получена из соотношения 

Дух (х) = Яхт (— Т). (8.35) 

Вышеприведенные результаты оказываются еще более про- 
стыми при воздействии на вход линейной системы белого шума. 
При этом имеем равенства Я х (х) = $ 0 6 (т) и 

^у«=| 5 0 6(,-ЧЛ(ЧЛ = {^ оА(Т> ’ (8,36) 

Аналогично имеем 

оо 

Дух (х) = Г 5 0 б (т + А) Л (А) (II = ( Т ^ (8.37) 

Из этих равенств именно соотношение (8.36) лежит в основе 
процедуры измерения (экспериментального определения) импульс- 
ной характеристики системы, что будет рассмотрено ниже. 

Рассмотрим структурную схему, представленную на рис. 8.5. 
Входной процесс X (і) представляет собой случайный процесс, 
ширина спектральной плотности которого велика по сравнению 
с полосой пропускания системы, импульсную характеристику 
которой требуется измерить. В инженерной практике приемлемые 
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результаты достигаются даже в случае, когда отношение этих 
параметров не превышает 10. При этом, как отмечалось выше, 
полагается, что входным воздействием является белый шум. 

Входной процесс X (і) наряду с его воздействием на испыты- 
ваемую систему (систему, импульсную характеристику которой 
требуется экспериментально определить) поступает также в тракт, 
где осуществляется его задержка на т секунд. Если необходимо 
определить полную импульсную характеристику (т. е. импульс- 
ную характеристику на всем интервале ее существования), т дол- 
жно изменяться в пределах от нуля до значения, соответству- 


х(« 


Белый шум 


ИсслеЭуемая 

система 

т 


ѵт 


Умножитель 


2 ( 0 . 


"Ж" 


фильтр 

нижних 

частот 


ИЗеальная 
задержка, Тс 


т-т) 


*<г(0> 


Рис. 8.5. Структурная схема, поясняющая метод экспериментального опреде- 
ления импульсной характеристики линейной системы. 


ющего пренебрежимо малой величине импульсной характери- 
стики. Такая задержка может быть реализована несколькими 
различными способами. В частности, применение аналоговых 
методов предполагает использование магнитного барабана, вос- 
производящая головка которого может перемещаться по его пе- 
риметру на произвольное расстояние относительно записывающей 
головки. Однако более современные методы основаны на дискре- 
тизации входного сигнала с частотой, превышающей не менее 
чем в два раза ширину его спектральной плотности, и последу- 
ющей задержке его выборочных значений с помощью линий 
задержки, построенных на основе приборов с зарядовой связью 
или коммутируемых емкостных элементов. С другой стороны, 
может осуществляться квантование выборочных значений на 
конечное число уровней (см. разд. 2.7) с последующей задержкой 
полученных квантованных величин в сдвиговых регистрах. В рам- 
ках проводимого анализа будем просто полагать, что на выходе 
линии задержки имеет место сигнал вида X ( I — т). 

Затем осуществляется перемножение сигнала У ( I ) с выхода 
исследуемой системы и задержанной копии входного сигнала 
X ( і — т), в результате чего формируется процесс 2 (I) = X (I — 
— т) У ( і ), поступающий на вход фильтра нижних частот. Если 
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полоса^ пропускания этого фильтра достаточно мала, то домини- 
рующем компонентой сигнала на его выходе будет постоянная 
составляющая процесса 2 (і), в дополнение к которой будет при- 
сутствовать случайная компонента незначительной интенсив- 
ности. При эргодическом входном сигнале X ( і ) процесс 2 (і) 
также будет эргодическим ! ), а постоянная составляющая про- 
цесса 2 (і) (т. е. результат его временного усреднения) оказы- 
вается равной его математическому ожиданию 

(0) « Е [2 (0) = Е[У (I) Х(1 — т)] = Я ХУ (т), (8.38) 

Т _ аК ѵ^ К ѵ В . СИЛУ , стациона Р нос ™ случайного процесса 2(0 = 
— У (О X (I т) его математическое ожидание равно 

Е[Ѵ (і)Х(і — т)] = Е [X (() У (і + т) ] = Яху (т). (8.39) 

Но из (8.36) следует, что 



т>0, 

т<0. 


Таким образом, постоянная составляющая сигнала на выходе 
фильтра нижних частот пропорциональна импульсной характе- 
ристике, вычисленном при фиксированном т. Изменяя задержку т 
можно измерить импульсную характеристику системы во всем 
диапазоне изменения т. 

На первый взгляд этот метод измерения импульсной харак- 
теристики может показаться трудным вариантом решения про- 
стои задачи. Действительно, представляется, что было бы проще 
подать на вход линейной системы сигнал в форме 6-функции 
(или импульс, являющийся ее аппроксимацией) и проанализи- 
ровать выходной сигнал. Однако существуют по крайней мере 
две причины, препятствующие реализации этой прямой проце- 
дуры из-за невозможности либо нежелательности ее осуществле- 
ния. о первых, достаточно интенсивный по амплитуде короткий 
импульс (а именно такой сигнал и может являться физической 
аппроксимацией 6-функции) может вывести систему в нелиней- 
ную область далеко за пределами диапазона ее нормального функ- 
ционирования. Во-вторых, в ряде случаев возникает необходи- 
мость непрерывного измерения импульсной характеристики без 
нарушения нормального функционирования системы, на что 
может существенно повлиять регулярная подача на ее вход 6- 
образных импульсов. Однако при использовании указанного 
выше взаимнокорреляционного метода измерения импульсной 
характеристики уровень входного случайного сигнала может быть 
выбран столь малым, что его влияние на функционирование ли- 
нейной системы окажется незначительным 


3 ) Это справедливо для систем с параметрами, не 
при фиксированной задержке т. 


изменяющимися во времени, 
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Этот метод успешно реализуется при решении практических 
инженерных задач в ряде областей, связанных с системами авто- 
матического регулирования, устройствами управления химиче- 
скими процессами, бортовой аппаратурой измерения характери- 
стик летательных аппаратов и их оборудования и т. д. Одно из 
наиболее нетрадиционных применений метода связано с непре- 
рывным контролем (регистрацией) импульсной характеристики 
ядерного реактора с целью анализа степени близости его состоя- 
ния к критическому, т. е. неустойчивому. Еще одной областью 
использования данного подхода является анализ динамики по- 
ведения крупных зданий при землетрясениях и воздействии силь- 
ных кратковременных ветровых нагрузок. 


Упражнение 8.5.1. Белый шум воздействует на вход линейной системы, 
импульсная характеристика которой определена в исходных данных упражне- 
ния 8.4.1. Определите значения обеих взаимных корреляционных функций 
Рхѵ ( т ) и Кѵх (т) входного и выходного процессов для тех же значений т. 

Ответы: 0, 0, 0, 0, 1,25, 1,25. 

Упражнение 8.5.2. Импульсная характеристика линейной системы и слу- 
чайный процесс на ее входе определены в исходных данных упражнения 8.4.2. 
Определите значения обеих взаимных корреляционных функций при тех же т. 

Ответы : —0,4167, —0,1731, 0,0157, 0,1160, 0,8571, 0,8571. 


8.6. Примеры анализа линейных систем во временной области 

В разд. 8.4 было показано, что анализ воздействия случайного 
процесса с экспоненциальной корреляционной функцией на про- 
стую /?С-цепь связан с выполнением достаточно трудоемких про- 
цедур. В самом деле, для таких линейных систем и входных про- 
цессов рациональнее использовать методы анализа в частотной 
области, которые будут рассмотрены в данной главе ниже. По- 
этому целесообразно пояснить ряд случаев, когда более пред- 
почтительным оказывается применение методов анализа во вре- 
менной области. Эти случаи имеют место, когда импульсная ха- 
рактеристика и корреляционная функция имеют простой вид 
при конечном временном интервале. 

В качестве примера рассмотрим линейную систему, называе- 
мую интегратором со сбросом, импульсная характеристика ко- 
торого изображена на рис. 8.6, а. Предполагается, что на его 
вход воздействует сигнал с корреляционной функцией, приведен- 
ной на рис. 8.6, б. Такую корреляционную функцию может 
иметь, например, двоичный случайный процесс, рассмотренный 
в разд. 6.2. 

Для выбранного вида входного воздействия X ( I ), математиче- 
ское ожидание которого X равно нулю, процесс V (I) на выходе 
интегратора со сбросом будет также иметь нулевое математическое 
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ожидание. Однако в более общем случае при X Ф 0 математиче- 
ское ожидание выходного процесса согласно (8.7) равно 

т 

Ѵ = Х \ (1/Т)<1і = Х. (8.40) 

о 


Н(і) 




Рис. 8.6. а — импульсная характеристика интегратора со сбросом, б — кор 
реляционная функция входного воздействия. 


Так как рассматриваемый входной случайный процесс не 
является белым шумом, для определения среднего квадрата вы- 
ходного процесса следует использовать равенство (8.10) Тогда 
получим 

т т 

V* = 1 ] ІКх (К - К)] (1/Т)ЧЪ 2 . ( 8 . 41 ) 

о о 



Рис. 8.7. Подынтегральное выражение соотношения (8.41). 


Для облегчения процедуры вычисления этого интеграла целесооб- 
разно использовать геометрическое представление подынтеграль- 
ной функции, показанное на рис. 8.7. Следует заметить, что зна- 
чение среднего квадрата Ѵ~ равно объему, ограниченному изобра- 
женной геометрической фигурой, состоящей из двух прямоуголь- 
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ных пирамид, каждая из которых имеет площадь основания, 
равную (А 2 /Т 2 ) У~2Т, и высоту Т/у г 2. Очевидно, что общий объем 
этой фигуры равен 

У 2 = 2 (1/3) (/1 2 /Г 2 ) (/2 Т) (Г//2) = 2 / 3 Л 2 . (8.42) 

Пользуясь формулой (8.17), можно получить следующее вы- 
ражение для корреляционной функции выходного сигнала: 
т т 

Ку (т) = \ сІК | [Я Л . (X, - X, - т)] (1/Г) 2 гй 2 . (8.43) 

б 



Рис. 8.8. Корреляционная функция случайного сигнала на выходе интегра- 
тора со сбросом при воздействии на его вход случайного процесса с корреляци- 
онной функцией треугольной формы. 


Предоставляем читателю в качестве упражнения доказать, что 
эта корреляционная функция имеет вид, изображенный на 
рис. 8.8, и состоит из сегментов кубических парабол. 

Следует отметить, что результаты (8.41) — (8.43) существенно 
упрощаются в случае, если входной процесс X ( I ) можно считать 
белым шумом. Так, в частности, выражение (8.12), полученное 
для случая воздействия белого шума на линейную систему, при- 
водится к виду 

т 

У г = $0 [ (1/Т) Я сІХ = 8 0 /Т, (8.44) 

б 

где $ 0 — спектральная плотность входного белого шума. Кроме 
того, из выражения (8.18), справедливого для этого частного 
случая, следует, что корреляционная функция Яу (т) выходного 
процесса У (і) имеет график, изображенный на рис 8.9, так как 
она по существу представляет собой корреляционную функцию 
самой импульсной характеристики системы. Заметим, что этот 
результат является иллюстрацией одного из методов формирова- 
ния случайного процесса, имеющего корреляционную функцию 
треугольной формы. 
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Во втором примере, который связан с оценкой качества филь- 
трации постоянного напряжения малого уровня на фоне интен- 
сивных шумов, будем использовать результат (8.14). На практике 
такие ситуации могут возникать в любой системе в случаях не- 
обходимости измерения взаимных корреляционных функций двух 
сигналов, имеющих низкую степень взаимной корреляции. В част- 
ности, полагается, что на входе ДС-цепи, изображенной на 
рис. 8.2, действует сигнал X ((), представляющий собой аддитив- 
ную смесь постоянного напряжения уровня А и шума N (() с ну- 
левым математическим ожида- 
нием: 

X (і) = А + N (О, 

где шум N ( і ) описывается корре- 
ляционной функцией вида 

#лг(*) = 10 ехр [ — 1000 | т |]. 

Ставится задача измерения вели- 
чины А со средней квадратической 
ошибкой, не превышающей 1 % 
этой величины, и определения 
постоянной времени ДС-фильтра, 
обеспечивающей заданную точ- 
ность измерения. 

Хотя точное решение этой задачи может быть получено с по- 
мощью окончательного результата (8.24), полученного для воз- 
действия случайного процесса с экспоненциальной корреляцион- 
ной функцией на рассматриваемую ДС-цепь, данный подход ока- 
зывается неоправданно сложным. Действительно, из чисто физи- 
ческих соображений ясно, что дисперсия шума на выходе фильтра 
должна быть много меньше дисперсии входного шума, а раз так, 
то очевидно, что полоса^ пропускания этого фильтра должна быть 
много уже спектральной плотности входного шума. При этом, как 
было показано выше, точность аппроксимации случайного про- 
цесса N (I) белым шумом является достаточно высокой. 

Первый этап этой аппроксимации должен заключаться в опре- 
делении спектральной плотности шума вблизи частоты со = 0, 
так как ДС-фильтр пропускает на его выход только низкочастот- 
ные компоненты. Хотя спектральную плотность можно вычис- 
лить непосредственно из (8.22), мы будем использовать более 
общий подход. А именно, выше было установлено, что в соответ- 
ствии с (7.40) спектральная плотность связана с корреляционной 
функцией соотношением 



Рис. 8.9. Корреляционная функ- 
Ция случайного сигнала на выходе 
интегратора со сбросом при воз- 
действии^на его вход белого шума. 


оо 

5 сѵ (со) = [ (т) ехр [—/сот] Ат, 

— ОО 
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которое при со = 0 приводится к виду 

оо оо 

5 N (0) ] /?,ѵ (т) сіх - 2 ( Нх (т) сіт. (8.45) 

— оо 0 

Следовательно, спектральная плотность входного случайного про- 
цесса, который мы в данном случае считаем белым шумом (в ли- 
тературе соответствующий случайный процесс часто называется 
«эквивалентным белым шумом». — Перев.), определяется из ра- 
венства 5дг = 5^ (0). Следует заметить, что (8.45) представляет 
собой результат общего характера и не зависит от формы корре- 
ляционной функции. Для рассмотренного нами частного случая 
имеем 


5^ = 2 (10) | ехр [ — 1000т] сіт = 20/1000 = 0,02. 
о 

В соответствии с выражением (8.14) значение среднего ква- 
драта процесса А/ 0 (і) на выходе фильтра равно 

N1 = Ь5цІ2 = Ь (0,02)/2 = 0,01 Ь. 

Для достижения заданной точности (средняя квадратическая 
ошибка измерения не должна превышать 1 % А, где А — уровень 
постоянного напряжения) в частном случае, когда уровень А 
равен единице, необходимо выполнение неравенства (Л4) 1/2 < 
^ (0,01) (1,0). Второй сомножитель в правой части этого нера- 
венства равен единице, появление которой обусловлено тем, что 
коэффициент усиления по напряжению рассматриваемого фильтра 
равен единице, а следовательно, исходный уровень напряжения 
(Л = 1) воспроизводится на выходе без изменений. Объединяя 
два последние соотношения, убеждаемся в очевидности неравен- 
ства М'о = 0,0 1 & ІО -4 , откуда Ь ^ ІО -2 . Так как Ъ = 1/ДС, 

для достижения заданной точности измерения постоянная вре- 
мени /?С-цепи должна выбираться из условия ЦС 10 2 . 

Выше было показано, что взаимная корреляционная функция 
входного и выходного процессов линейной системы является 
мерой оценки ее импульсной характеристики в случае, если ши- 
рина спектральной плотности входного случайного воздействия 
существенно больше полосы пропускания системы. Обычно алго- 
ритм определения взаимной корреляционной функции, а значит, 
и импульсной характеристики линейной системы реализуется пу- 
тем дискретизации входной и выходной временных функций 
в моменты 4. последующей временной задержки выборочных 
значений входной функции и усреднения произведения задержан- 
ных выборок входного и выходного сигналов. Структурная схема 
устройства, реализующего этот алгоритм, приведена на рис. 8.10. 
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Проанализируем более детально этот метод. С этой целью обо- 
значим выборочные значения входного процесса X (Г) как 

Х к = X (к Аі), 1, 2, .... Ы, 

где Аі период дискретизации. Аналогично обозначим выбороч- 
ные значения выходного процесса V (і): 

Ѵ к = У (к Аі), к = 1, 2, ..., N. 

Оценка н-го выборочного значения взаимной корреляционной 
функции входного и выходного процессов определяется из вы- 
ражения 

Кхг(пАі) = (А - п + I)- 1 2 Х к _ п Ѵ ь , п = 0, 1, 2, .... М < N. 

к=п 



Рис. 8.10. Структурная схема устройства, реализующего алгоритм оценки 
импульсной характеристики линейной системы. 

А = [о\М (Ы — п+ 1)]-'. 


Чтобы установить соотношение между этой оценкой и оценкой 
импульсной характеристики линейной системы, необходимо вы- 
явить связь дисперсии выборочных значений процесса X (і) с его 
спектральной плотностью. Если ширина спектральной плотности 
входного процесса велика, так что его выборочные значения Х к , 
взятые с шагом Аі секунд, можно считать статистически незави- 
симыми, то справедливо допущение о том, что эти выборки яв- 
ляются отсчетными значениями белого шума с ограниченным по 
полосе спектром, ширина которого \Ѵ равна 1/2 А/. Так как ди- 
сперсия о'х процесса в виде такого белого шума равна 25 0 №, 
имеем 5 0 = ст* Аі. При этом не имеет значения, какой в действи- 
тельности вид имеет спектральная плотность процесса X (/), 
поскольку независимые выборки какого-либо процесса нераз- 
личимы (т. е. эквивалентны) от независимых выборок белого 
шума с ограниченной по полосе спектральной плотностью при 
условии равенства дисперсий этих двух процессов. Таким обра- 
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зом, в соответствии с (8.36) выражение для оценки импульсной 
характеристики линейной системы имеет вид 


Н(п Аі) = (1/огу Аі) Я хѵ ( п Аі) = [1/оі А; (УѴ — п + 


N 


О] 2 Хь^пѴк, 

к=п 


П = 0, 1, 2,..., М « N. 


(8.46) 


Определив математическое ожидание оценки (8.46), можно не- 
посредственно показать, что она является несмещенной оценкой 
импульсной характеристики системы. Кроме того, можно убе- 
диться в том, что дисперсия этой оценки является ограниченной 
величиной: 


м 

О [к ( п ДО) < (2/ЛО Е к 2 (к А 1). (8.47) 

*=о 

Часто оказывается более целесообразным перейти в (8.47) от 
суммирования к интегрированию 

М сю 

2 к 2 (к Аі) < (1/АО ( Л 2 (0 (11. (8.48) 

к=0 О 

Отметим, что граничное значение дисперсии оценки не зависит 
от того, какая выборка импульсной характеристики оценивается 
в данный момент і к = к Аі. 

Вышеприведенные результаты представляют интерес и прак- 
тическую пользу при определении числа выборок входного и вы- 
ходного сигналов, необходимого для достижения заданной точ- 
ности оценивания импульсной характеристики. Для пояснения 
этого предположим, что требуется оценить импульсную харак- 
теристику вида 

к (і) =5 ехр [ — 5/] 5Іп 20/ и(1) 

зо средней квадратической ошибкой, составляющей менее 1 % 
максимального значения функции к (і). Так как максимальное 
значение этой импульсной характеристики приблизительно равно 
3,376 при 1 = 0,0785, дисперсия оценки должна быть меньше 
(0,01 X 3,376) 2 = 0,0011. С другой стороны, имеем 

оо 

і к 2 (і)01= 1,25. 
о 

Таким образом, из (8.47) и (8.48) следует, что число выборок, 
требуемое для достижения заданной точности, должно удовле- 
творять неравенству, определяющему нижнюю границу этого 
числа: N > (2 X 1,25)/0,0011 > 2193. 

1 /і 10 Дж. Купер 
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Выбор интервала А I определяется как требуемым числом то- 
чек АГ, в которых должно осуществляться оценивание импульсной 
характеристики к ((), так и длительностью временного интервала, 
в пределах которого импульсная характеристика имеет достаточно 
большие значения. Для пояснения этого предположим, что в вы- 
шеприведенном примере ставится задача оценки импульсной 
характеристики в 50 точках временного интервала, в пределах 
которого уровень импульсной характеристики превышает 1 % 
ее максимального значения. Так как в выражении для к ( і ) сомно- 
житель зіп 20 і не может превышать единицу, имеем неравенство 
5 ехр [ 5/] 0,01 X 3,376, которое означает, что максималь- 

ная временная задержка, которая должна учитываться (и которая 
должна вводиться в тракт задержки входного сигнала при реа- 
лизации процедуры оценки), не превышает 1 с. Таким образом, 
в данном случае вполне приемлемым оказывается период дискре- 
тизации А( = 1/50 = 0,02 с. При этом ширина спектральной плот- 
ности идеального белого шума с ограниченным спектром, выбо- 
рочные значения которого независимы при периоде дискретиза- 
ции 0,02 с, должна составлять 25Гц. С практической точки зре- 
ния, чтобы наверняка гарантировать независимость выборок, 
целесообразно использовать случайный процесс, ширина спек- 
тральной плотности которого для рассматриваемого примера 
составляет на уровне половинной мощности 250 Гц. 

8.6.1. Белый шум с двусторонней спектральной плотностью, 
равной 0,01, воздействует на вход интегратора со сбросом, имеющего импульс- 
ную характеристику 

к (I) = V, [и (і) —и (1-3)]. 

Определите значения корреляционной функции выходного сигнала при а) х = 
= 0, б) х = 1, в) х = 2. 

Ответы. 0,1111, 0,2222, 0,3333. 

Упражнение 8.6.2. Смесь постоянного напряжения А и шума N (I) опи- 
сывается выражением X (() = А + Л^(/), где случайный процесс N ( ( ) имеет 
корреляционную функцию вида 

Яд? (х) = 1 — ( | х |/0,01), | X I <0,01. 

Для измерения уровня постоянного напряжения А (для фильтрации постоян- 
ного напряжения на фоне шума) со средней квадратической ошибкой не пре- 
вышающей 0,02л, используется интегратор со сбросом, импульсная характери- 
стика которого равна 

к (() = (1/7) \и (I) — и (I — 7)]. 

Определите 7 , при котопом реализуется заданная точность измерения. 

Ответ-. 25. 

8.7. Анализ линейных систем в частотной области 

Наиболее широкораспространенный метод анализа и описания 
линейных систем в частотной области оперирует такими понятиями, 
как комплексная частотная характеристика системы Н (ш) и 
передаточная функция системы Н ( 5 ), представляющие собой 
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соответственно преобразования Фурье и Лапласа импульсной 
характеристики. Если х ( I ) и у (і) — входной и выходной сигналы 
линейной системы, то их преобразования Фурье X (со) и У (со) 
связаны соотношением 

у (©) = х (со) Н (со), (8.49) 

а преобразования Лапласа — соотношением 

У (5) = X (з) Н (з) (8.50) 

при условии, что эти преобразования существуют. Ни одно из 
этих соотношений не может быть использовано в случае, если 
X ( і ) — стационарный случайный процесс. Как было показано 
в разд. 7.1, преобразование Фурье реализации стационарного 
случайного процесса в общем случае никогда не существует. Для 
одностороннего преобразования Лапласа соотношение между 
входным и выходным сигналами определено только для і > 0, 
а такие функции времени не могут быть реализациями стационар- 
ного случайного процесса. 

Один из путей преодоления возникающих при этом трудностей 
связан с использованием спектральной плотности случайного 
процесса и проведением анализа с помощью усеченной реализации 
длительности Т, для которой предельный переход ( Т -> оо) 
осуществляется только после выполнения операции усреднения. 
Такая процедура правомерна и ведет к математически коррект- 
ным результатам. Однако существует намного более простая 
процедура, которая может быть применена на практике. 
В разд. 7.6 было показано, что спектральная плотность стацио- 
нарного случайного процесса представляет собой преобразование 
Фурье его корреляционной функции. Поэтому, используя ре- 
зультаты, полученные для корреляционной функции случайного 
процесса на выходе линейной системы с постоянными параметрами, 
посредством необходимых преобразований можем получить соот- 
ветствующие соотношения и для спектральной плотности. Из 
вывода основного соотношения очевидна близкая аналогия в вы- 
полнении вычислений как для детерминированных, так и для 
случайных сигналов. 

8.8. Спектральная плотность случайного процесса 
на выходе линейной системы 

Спектральная плотность какого-либо случайного процесса 
является мерой распределения его средней мощности по частот- 
ному диапазону и не содержит никакой информации о фазах 
различных частотных компонент процесса. Как было показано 
выше, спектральная плотность (со) и корреляционная функ- 
ция Хх СО связаны между собой преобразованием 

5*И = 3-{#х(т)}. 


(8.51) 
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Используя (8.51), а также соотношение (8.17), связывающее кор- 
реляционные функции 7? у (т) и 7? д (т) соответственно выходного 
и входного сигналов через импульсную характеристику системы 
получим 


оо оо 

Яг (т) = | АХ х | к х (** - Я, - т ) А (Яі) А (Яг) гіЯз 


$ у (м) = <Г|Я у (т)} = | 


оо оо 


I 1 I Ял- (*2 — Я* - т) А (Я х ) А (Яг) Ал 2 
_о о 


X 


X ехр [ — /мт] Ат. 

Изменяя порядок интегрирования и выполняя указанные опе- 
рации, находим 


оо оо 

5 Г (м) = | АЯ Х | к (Я х ) к (Я 2 ) АЯ 2 | Я д (Я 2 — Я х — т) ехр [ — /мт] Ат = 


ОО оо 

= [ АЯ Х | к (Яі) А (Яг) 5 Д (м) ехр [ — /м (Я 2 — Я х )] АЯ 2 
о о 


— 5* (м) | А (Я х ) ехр [/мЯл] АЯл [ А (Я 2 ) ехр [— /мА,] АЯ 2 = 
о 6 

= 5 Д (м) Я (— м) Я (м) = 5 Д - (м) | Я (м) | 2 . (8.52) 

При выводе выражения (8.52) использовалось свойство четности 
корреляционной функции, а именно А? д ( — т) = Я д (т). 

Из (8.52) следует, что спектральные плотности входного и 
выходного процессов связаны между собой через квадрат модуля 
комплексной частотной характеристики системы | Я (м) | 2 . Этот 
результат можно также выразить через комплексную частоту 5 : 

5 Г ( 5 ) = 5 а ( 5 ) Я ( 5 ) Я (— 5 ), (8.53) 

где 8у (х) и 5 Д (х) получены из 5 У (м) и 5 Д (м) путем подста- 
новки вида — х 2 = м 2 , а Я (х) получено из Я (м) заменой /м на 5 . 
Представление именно этого вида будет использоваться в дальней- 
шем при рассмотрении методов анализа в частотной области. 

Из анализа (8.53) очевидно, что произведение Я (х) Я (— х) 
играет ту же самую роль в установлении соотношения между 
спектральными плотностями входного и выходного сигналов, что 
и функция Я (х), связывающая между собой преобразования 
Лапласа этих сигналов. Такая аналогия создает благоприятные 
предпосылки для использования методов анализа в частотной 
области систем с рациональными передаточными функциями в слу- 
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чае, когда входной сигнал^ является стационарным случайным 
процессом. Однако эти методы не всегда применимы при воздей- 
ствии на вход линейной системы нестационарного случайного 
процесса, даже если определение его спектральной плотности по 
форме совпадает с вышеприведенным. Детальное изучение этих 
вопросов выходит за рамки этой книги, однако, полезно проана- 
лизировать правомерность применения формулы (8.53) для не- 
стационарных случайных! процессов. 

Так как нами уже получена формула для спектральной плот- 
ности выходного сигнала У {() системы, нетрудно определить 
значение его среднего квадрата: 
і°° 

У 2 = (1/2 п}) [ Н (з) Н (—5) 8 Х (?) йз, 

' — /°° 

(8.54) 

которое может быть вычислено лю- 
бым из методов, проанализированных 
в разд. 7.5. 

Для пояснения приведенных 
выше результатов рассмотрим /?С- 
цепь, изображенную на рис. 8.11, 
и предположим, что на ее вход воздействует белый шум X ( і ) ео 
спектральной плотностью 5„. Спектральная плотность выходного 
сигнала У (І) определяется как 

5 Г (5) = [Ь/(5 + Ь)] [Ь/(-5 + Ь)] 8 0 = -г> 2 5 0 /(5 2 - Ь 2 ). (8.55) 

Средний квадрат выходного сигнала может быть получен 
с помощью интеграла І г из табл. 7.1 (разд. 7.5). С этой целью 
целесообразно переписать (8.55) в виде 

5 У (5) = (Ь Ѵ~8 0 ) ( Ь /5~о)/(5 + Ь) (-5 + Ь), 

откуда следует, что п — 1, а полиномы, фигурирующие 
в табл. 7.1, равны с ($) = Ъ (5 0 )'/ 2 = с 0 ; сі (з) = 5 + Ь. Таким 
образом, коэффициенты іі 0 и равны <і 0 = Ь, = 1, а интеграл 
Д и, следовательно, средний квадрат У 2 составляют 

У 5 = Л = сі/2Ф4і = Ь 2 8о/2Ь = Ь8 0 /2. (8.56) 

В качестве более сложного примера рассмотрим случай, когда 
спектральная плотность входного случайного процесса X ( і ) 
равна 

(5) = -р 2 5 0 /(5 2 - р 2 ). (8.57) 

Данная спектральная плотность соответствует корреляционной 
функции, введенной в разд. 8.4, и выбрана таким образом, что 

10 Дж. Купер 
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8.11. Интегрирующая 


ЯС-цепь. Н (в) = ЬІ(з + Ь). 
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на нулевой частоте она равна 5 0 . При этом спектральная плот- 
ность сигнала на выходе ^С-цепи определяется как 

5т!(в) = т$ + Ь)} {Ы{- 5 + Ь)] [— р 2 5 0 /(5 2 - р 2 )] = 

= 6 2 р 2 5 0 /(« 2 - Ь 2 ) (5 2 - р 2 ). (8.58) 

Значение среднего квадрата этого сигнала можно вычислить, 
пользуясь интегралом / 2 из табл. 7.1. С этой целью представим 
(8.58) в форме 


5 У (з) = 


С ( 5 ) С (—5) 
сі (в) й (— 5 ) 


(6Р$І /2 ) (&р$‘ /2 ) 

[ 5 2 + (Ь + Р) 5 + ОД [ 8 * - (Ь + Р) 5 + *Р] (8і59 > 


Отсюда ясно, что п = 2, а коэффициенты полиномов с (з) и сі (з), 
фигурирующих в табл. 7.1, равны с 0 = &Р (5,,) 1 / 2 , с± = 0, <і 0 = 
= Ь р, йі = Ь + р, с1 2 = 1. Тогда получим 

У 2 = і 2 = (сІй 2 + сЯ)/2^іЙ2 = & 2 р 2 5 0 /26р (Ь + р) = 6р5 0 /2 (Ь + р). 

(8.60) 

Представляет интерес вновь проанализировать полученные 
здесь результаты в случае, когда ширина спектральной плот- 
ности входного случайного процесса много больше полосы про- 
пускания системы, а именно когда р > Ь. Перепишем выражение 
(8.58) в виде 


5 У (5) = -6ЗД 2 - Ь 2 ) (1 - 5 2 /р 2 ), (8.61) 

откуда ясно, что по мере роста Р 'эта спектральная плотность 
стремится к функции, описываемой выражением (8.55), опреде- 
ляющим спектральную плотность случайного процесса на выходе 
7?С-цепи при воздействии на ее вход белого шума. Выражение 
(8.60) для среди го квадрата можно переписать в виде 

Г 2 = 65 0 /2(1 + Ь/р), (8.62) 

что соответствует при больших Р результату (8.56), полученному 
для воздействия белого шума. 

Сравнение этих примеров с аналогичными примерами, при 
решении которых использовались методы анализа во временной 
области, свидетельствует о том, что в случаях, когда спектраль- 
ная плотность входного сигнала и передаточная функция системы 
являются рациональными функциями, методы анализа в частотной 
области оказываются более простыми. При этом, чем сложнее 
анализируемая система, тем более ощутимы преимущества при- 
менения этид методов. Если же либо спектральная плотность 
входного сигнала, либо передаточная функция системы не яв- 
ляются рациональными функциями, то этот вывод может оказаться 
неправомерным. 
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Упражнение 8.8.1. Белый шум с двусторонней спектральной плотностью, 
равной 2 В 2 /Гц, воздействует на вход линейной системы, имеющей импульсную 
характеристику вида 

Н (I) = I ехр [—3/] и ( I ). 

Определите а) значение спектральной плотности выходного процесса при со = О, 
б) значение спектральной плотности выходного процесса при со = 3, в) значе- 
ние среднего квадрата выходного процесса. 

Ответы : 0,00617, 0,0185, 0,0247. 

Упражнение 8.8.2. Для линейной системы, импульсная характеристика 
которой определена в исходных данных упражнения 8.8.1, найдите значение 
среднего квадрата выходного процесса при воздействии на ее вход случайного 
процесса X (/), спектральная плотность которого имеет вид 5х(со) = 1800/ (со 2 + 
+ 900). 

Ответ: 0,0185. 

8.9. Взаимная спектральная плотность случайных процессов 
на входе и выходе линейной системы 

Взаимные спектральные плотности случайных процессов, дей- 
ствующих на входе и выходе линейной системы, широкого приме- 
нения на практике не находят, но представление о них целесооб- 
разно иметь. Вывод соотношений для этих функций осуществ- 
ляется в соответствии с вышеприведенной общей методикой, 
поэтому приведем только окончательные результаты. В частности, 
для пары взаимных спектральных плотностей 8 Х г ( 5 ) и^5 и (з) 
имеем 

5 ХГ (5) - Н ( 5 ) 5 Х (5), (8.63) 

5 Г х (5) = н (-5) $ х (з). (8.64) 

Взаимные спектральные плотности находятся точно в таком же 
соотношении с взаимными корреляционными функциями входного 
и выходного случайных процессов, в каком находятся обычные 
спектральные плотности и корреляционные функции, а именно: 

(X) 

Зхг («) = { #хг (т) ехр [— 81 ] йх, 

— СЮ 

оо 

5 ух (з) = [ я гх (Т) ехр [— 5Т] ах. 

■ — оо 

Аналогично обратное двустороннее преобразование Лапласа мо- 
жет быть использовано для вычисления взаимных корреляцион- 
ных функций исходя из взаимных спектральных плотностей, 
однако соответствующие соотношения здесь приведены не будут. 
Как было отмечено в разд. 7.8, взаимные спектральные плотности 
не обязательно являются четными функциями вещественными 
или положительно определенными, 
ю* 
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Для пояснения вышеприведенных соотношений вновь рас- 
смотрим /?С-цепь (рис. 8.11), на вход которой воздействует белый 
шум с двусторонней спектральной плотностью 5 0 . Согласно (8.63) 
и (8.64), обе взаимные спектральные плотности определяются как 

5 ху ($) = Ь3 0 /(з Ь), 

5 ух (^) = Ь3 0 /( — 5 -(- Ь). 

Если эти спектральные плотности путем замены 5 = /со предста- 
вить как функции со, то станет очевидным, что данные взаимные 
спектральные плотности не являются вещественными, четными и 
положительными функциями частоты со. Ясно, что аналогичные 
результаты можно получить и для любой другой спектральной 
плотности входного процесса. 

Упражнение 8.9.1. Белый шум с двусторонней спектральной плотностью, 
равной 0.5 ВѴГц, воздействует на вход интегратора со сбросом, импульсная 
карактеристика которого есть 

к (і) = [и (I) — и (I — 1 )]. 

Определите значения взаимных спектральных плотностей Зху(в) и 8ух («) 
для а) со = 0, б) со = 0,5, в) о = 1 . 

Ответы : 0,5, 0,4794 ± /0,1224, 0,4207 ± /0,2298. 

Упражнение 8.9.2. Два взаимнонезависимых случайных процесса X (I) 
и V (() имеют одинаковые спектральные плотности вида 

5х (х) = Зу ($) = — 1/( 5 а — 1). 

а) Определите взаимные спектральные плотности Зху (х) и 5ух (х) . 

б) Определите взаимные спектральные плотности вида 8 иѵ ($) и 8у и ($), где 

случайные процессы V (() и V (I) определяются как П <() = X (I) -Г У и 
V (і) = X (() - V (/). ' ' ' К 7 

Ответы : 0 , 0 , 0 , 0 . 

8.10. Примеры анализа линейных систем 
в частотной области 

Как отмечалось выше, методы анализа в частотной области 
оказываются наиболее эффективными в случаях воздействия на 
простейшие фильтры (являющиеся вариантами линейных систем) 
случайных процессов со спектральными плотностями, описывае- 
мыми рациональными функциями. На практике довольно часто 
представляется возможность дальнейшего упрощения вычислений, 
не связанного с возникновением существенных дополнительных 
ошибок и предполагающего использование идеальных линейных 
фильтров при воздействии на их входы белого шума. Важным 
вопросом, связанным с реализацией этой концепции, является 
введение понятия эквивалентной шумовой полосы. 

По определению эквивалентная шумовая полоса В системы — 
это полоса пропускания идеального (с прямоугольной амплитудно- 
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частотной характеристикой) фильтра, квадрат модуля комплекс- 
ной частотной характеристики которого равен максималь- 
ному значению этого параметра для реального фильтра и значе- 
ние среднего квадрата выходного сигнала которого равно значе- 
нию среднего квадрата сигнала на выходе реального фильтра 
при воздействии на его вход белого шума. Это понятие иллюстри- 
руется рис. 8.12 применительно к низкочастотным и узкополос- 




Рис. 8.12. Эквивалентная шумовая полоса: а — низкочастотной линейной 
системы; б — высокочастотной узкополосной системы. 


ным высокочастотным линейным системам. Ясно, что площади, 
ограниченные графиками квадратов модулей комплексных частот- 
ных характеристик идеального фильтра (график имеет прямо- 
угольную конфигурацию) и реальной линейной системы, должны 
быть равны при условии равенства средних квадратов процессов 
на их выходах при воздействии на их входы одного и того же 
белого шума. Таким образом, для низкочастотной системы экви- 
валентная шумовая полоса определяется как 

со 

В = (1/4я| Я(0)| 2 ) ]' | // (со) | 2 <ісо = 

— оо 

/оо 

= (1/4л/ | Я (0) | 2 ) | Н (5) Н (—5) йз [Гц]. (8.65) 

— /°° 

Если на вход такой системы воздействует белый шум со спектраль- 
ной плотностью 5 0 , то значение среднего квадрата выходного 
процесса равно 

К 2 = 25 0 В | Н (0) ] 2 . (8 66) 

Для полосового фильтра | Н (0) | 2 в формулах (8.65) и (8.66) 
следует заменить на |Я(со 0 )| 2 . 

В качестве примера, иллюстрирующего определение экви- 
валентной шумовой полосы, рассмотрим ДС-цепь, изображенную 
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на рис. 8.11. Так как интеграл, входящий в формулу (8.65), был 
вычислен при определении среднего квадрата (8.56), наиболее 
простым способом решения поставленной задачи является ис- 
пользование уже полученного результата совместно с (8.66). 
Таким образом, имеем 

Т 2 = Ь8 0 /2 = 2 8 0 В | Я (0) | 2 . 

Поскольку | Я (0) | 2 = 1, эквивалентная шумовая полоса равна 

[В = 6/4 = 1/4КС. (8.67) 

Представляет интерес сравнить эту шумовую полосу с полосой 
пропускания на уровне половинной мощности, понятие о которой 
является более распространенным и традиционным. Для низко- 
частотной системы, в частности, для /?С-цепи, выполняющей 
функцию фильтра нижних частот, полоса пропускания на уровне 
половинной мощности определяется как граничная частота, выше 
которой модуль комплексной частотной характеристики меньше 
1/р / "2' его значения на нулевой частоте. Для /?С-фильтра В 1/2 = 
= 1/2лДС. Следовательно, для данной системы эквивалентная 
шумовая полоса в я/2 раз превышает полосу пропускания на 
уровне половинной мощности. Чем ближе график модуля ком- 
плексной частотной характеристики к прямоугольной конфигу- 
рации (т. е. чем круче его ветви), тем больше степень совпадения 
эквивалентной шумовой полосы и полосы пропускания на уровне 
половинной мощности. 

Можно выразить эквивалентную шумовую полосу не через 
частотную, а через импульсную характеристику системы. Заме- 
чая, что 


оо 

нт = { к(і) а, 

о 

и применяя теорему Парсеваля к интегралу выражения (8.65), 
получим 

оо оо 

\ Н 2 (і)с1і = (1/2я) [ I // (со) | а Дсо. 


Используя эти соотношения, можем записать формулу для экви- 
валентной шумовой полосы 


В = \іг 2 (0 сП / 2 \ к (/) сП 


( 8 . 68 ) 


Для систем, описываемых нерациональными комплексными 
частотными характеристиками или передаточными функциями, 
представление эквивалентной шумовой полосы во временной 
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области может оказаться проще, чем в частотной области. Рас- 
смотрим интегратор со сбросом с импульсной характеристикой 
вида 

Н (() = (1/Т) [и (/) — и(і—Т)]. 

При этом имеем 

ОО оо 

\Н(1)сІі = (1/Т)Т = 1, |У(0^ = (1/Т 2 )Т = 1/Т. 

о о ' 

Следовательно, эквивалентная шумовая Т полоса равна В = 
— (1/Т)/2 (I) 2 = 1/2Т. В данном случае также представляет 
интерес получение соотношения между эквивалентной шумовой 
полосой и полосой пропускания интегратора со сбросом на уровне 
половинной мощности. С помощью преобразования Фурье им- 
пульсной характеристики Н ( і ) получим выражение для модуля 
комплексной частотной характеристики г 

[|Я (со) | = (зіп соТ)/©Т, ❖Х 

уровень половинной мощности которого соответствует точке 
(частоте) В 1/2 = 0,221/Т. Тогда имеем В = 2,26 В І/2 . 

Одним из преимуществ использования эквивалентной шумовой 
полосы является возможность описания отклика даже очень слож- 
ных систем при воздействии на них шумов с помощью всего лишь 
двух параметров В и | Я (со 0 ) |. 

Эти параметры легко определить экспериментальным путем. 
Пусть, например, в результате экспериментального определения 
параметров приемника аппаратуры радиосвязи установлено, что 
его коэффициент усиления по напряжению на частоте настройки 
равен 10 е , а эквивалентная шумовая полоса 10 кГц. Шум N ( I ) 
на входе приемник, компонентами которого являются дробовой 
и тепловой шумы, имеет спектральную плотность шириной в не- 
сколько сотен мегагерц и, следовательно, его можно считать белым 
шумом в пределах полосы пропускания приемника. Предполо- 
жим, что спектральная плотность этого шума равна Л/ 0 = 2 X 
X 10 -20 В 2 /Гц (это реальная величина для входных цепей прием- 
ника высокого класса). Каково эффективное значение входного 
сигнала X ((), при котором обеспечивается выходное отношение 
сигнал/шум по мощности, равное 100? Ответ на этот вопрос ока- 
зывается крайне затруднительным, если пытаться подробно ана- 
лизировать каждый каскад приемника. Однако задачу можно 
просто решить, используя эквивалентную^шумовую полосу, так 
как 

5//Ѵ 0 = | Я К) | -Х 2 /2Я 0 В | Я К) | 2 = Х*/2 Ы 0 В, (8 . 69) 

где X 2 — средний квадрат (средняя мощность) входного сиг- 
нала, Я 0 — спектральная плотность шума на входе приемника. 
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Таким образом, имеем Х 2 /2УѴ 0 Л_= Ю0, X 2 = 2Ы 0 В (100)2-2 - ІО -20 х 
X 10 -100 = 4-10 -14 , откуда (X") 1 / 2 = 2- 10 -7 В, что представляет 
собой искомое эффективное значение напряжения входного сиг- 
нала. Заметим, что для определения отношения сигнал/шум 
на выходе приемника не требовалось знание его коэффициен- 
та усиления, хотя он и был задан. 

Следует подчеркнуть, что использование эквивалентной шу- 
мовой полосы оказывается результативной процедурой только 
тогда, когда случайный процесс на входе линейной системы можно 
считать белым шумом. Если спектральная плотность входного 
процесса не является равномерной (т. е. постоянной) и в значи- 





Рис. 8.13. Система автоматического регулирования. 


тельной степени изменяется в пределах полосы пропускания 
системы, то применение данного подхода может привести к за- 
метным ошибкам. 

В заключение анализа линейных систем в частотной области 
рассмотрим систему с обратной связью, структурная схема кото- 
рой изображена на рис. 8.13. Такой системой может быть устрой- 
ство управления положением и стабилизации антенны радиолока- 
ционной станции, где х ( і ) — текущая угловая координата цели 
(она полагается случайной, так как положение цели заранее 
неизвестно), у (І) — угловое положение (или угол поворота) 
антенны, изменяющееся при поступлении сигнала управления 
Возмущающее воздействие п (і) может учитывать, в частности, 
влияние ветровых нагрузок на антенну, вследствие чего измене- 
ние углового положения антенны представляет собой случайный 
процесс. Общая передаточная функция звена, состоящего из 
усилителя и исполнительного двигателя, образующих петлю 
обратной связи, равна Н (з) = АІз (з + 1). Передаточная функ- 
ция, связывающая преобразования Лапласа X (з) = 3? [х (і) ] 
и } (5) = 3? [у (() ] соответственно входного и выходного сигна- 
лов, может быть получена в предположении п (і) = 0 и с учетом 
того, что 

У (5) = Щ(3) (х;(5) - V (З) ]. 

Последнее соотношение правомерно в силу того, что сигналом на 
входе усилителя является разность входного управляющего воз- 
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действия и выходного сигнала системы. Тогда для передаточной 
функции разомкнутой системы справедливо выражение 

Н с ( 5 ) = У (з)/Х (з) = Н (я)/[1 + Н ( 5 )] = 

= Л/(5 2 + 5+Л). (8.70) 

Если спектральная плотность входного управляющего воздей- 
ствия, рассматриваемого как случайный процесс, равна 5 Г (з) = 

== 2/(з* — 1), то спектральная плотность выходного сигнала 

будет иметь вид 


5г( 5) = 5* (5) я с (3)Н С (-5) = 

= — 2Л 2 /(5 2 - 1) ($ 2 + 5 + Л) (5 2 - 5 + Л) . (8.71) 

При этом значение среднего квадрата выходного сигнала равно 

/оо 

У 2 = (2Л 2 /2я/) | — * 

" і [8* + 2х 2 + (Л + 1) 5 + А] [-53 + 25* — (А + 1) 5 + А\ - 

— /оо 

= 2Л 2 /з, 

где коэффициенты соответствующих полиномов (табл. 7.1) для 
интеграла / 8 равны: с 0 = 1, Сі = 0, с 2 = 0, <і 0 = Л, = Л + 1, • 

а 2 2, = 1 . В соответствии с табл. 7.1 можно получить 

Г 2 = 2Л/(Л + 2). (8.72) 

Передаточная функция, связывающая между собой преобра- 
зования Лапласа N (з) = 2? [п (/)] и М ( 5 ) = 2 [т ( і ) ] соответ- 
ственно входного возмущения п (I) и помехи на выходе системы 
т ((), отличается от (8.70), так как возмущение приложено в дру- 
гой точке. Очевидно, что 


М (з) = N (з) — Н (я) М (5), 

с учетом чего получаем выражение для передаточной функции 
Н п (5): 


Н п (5) = М (5)/УѴ (5) = 1/ [1 + Н (5)] = 5 (5 + 1)/(5 2 + 

+ 5 + Л). (8.73) 

Пусть возмущающее воздействие имеет спектральную плотность, 
равную 

5* (5) = б (5) - П/(5 2 - 0,25)], 


что соответствует наличию в возмущении как постоянной состав- 
ляющей, так и случайной компоненты. Тогда спектральная плот- 
ность помехи на выходе системы равна 

5м (5) = 5* (з) Н п (5) Н п (—5) = {б (5) - [1/(5 2 - 0,25)]} х 

X [5 2 (5 2 - 1)/(5 2 +5 + Л)(5 2 - 5 +Л)]. (8.74; 
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Значение среднего квадрата помехи на выходе системы можно 
определить из выражения 

Ш = (1/2 л/) } (б (5) - [1/(5 2 - 0,25)]) X 
— /°° 

X [5 2 (5 2 — 1)/(5 2 -{- 5 + А) (5 2 — 5 + Л)] йз. 

Так как подынтегральное выражение становится равным нулю 
при 5 = 0, интеграл от б ( 5 ) не влияет на величину среднего ква- 
драта. Окончательно имеем 

Ш = (1/2 я/) X 

/оо 

ѵ Г 5 (5+1) (-5) (-8+ 1)Ф , 

_У /оо В 3 + ^ + ( А + 0,5) 5 + 0,5л ] [— 5 3 + 1,б5 2 — (Л + 0,5) 5+0, 5Л] 3 • 

Соответствующие коэффициенты (см. табл. 7.1) равны с 0 = 0, 
Сі = 1, с 2 — 1, й 0 = 0,5Л, (1 г = (Л + 0,5), й 2 = 1,5, с1 3 = 1. 
Тогда выражение для среднего квадрата М 2 приводится к виду 

Ш = (Л + 1,5)/(2Л + 1,5). (8.75) 

В данном примере коэффициент усиления Л усилителя спе- 
циально не был задан, чтобы можно было проанализировать влия- 
ние его изменения на характеристики системы. Анализ соотноше- 
ний (8.72) и (8.75) показывает, что значение среднего квадрата 
полезного сигнала на выходе системы возрастает при увеличе- 
нии Л, тогда как значение среднего квадрата помехи на выходе 
системы при этом уменьшается. Таким образом, можно предпо- 
ложить, что если одним из важных критериев считается отношение 
сигнал/шум на выходе системы, то необходимо обеспечивать боль- 
шие значения Л. В действительности же в ряде случаев более 
важным фактором может оказаться реакция системы на быстро 
изменяющиеся входные воздействия, что накладывает ограниче- 
ния на возможный диапазон изменения коэффициента усиления Л. 

Упражнение 8.10.1. Определите эквивалентную шумовую полосу системы, 
модуль комплексной частотной характеристики которой описывается выраже- 
нием 

іяиі^і/іі+^соз-ш^/ву)'/ 2 . 

Ответ : (я/2) В 1 ^ 2 . 

Упражнение 8.10.2. Определите эквивалентную шумовую полосу системы, 
импульсная характеристика которой равна 

Н (0 = (1 —0 Іи (/)— и (/—1)1. 


Ответ: 2/3. 
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ЗАДАЧИ 

8.2.1. Квазидетерминированный случайный процесс описывается выра- 
жениѳм “ 

X (/) = М + 5 соз (20/ + 0) , 

где М — случайная величина с гауссовской плотностью вероятностей, матема- 
тическое ожидание и дисперсия которой соответственно равны 5 и 64- В слѵ- 

“ ина с Раевской плотностью вероятностей и средним квадратом, 
^ а 0 случайная величина, равномерно распределенная в интервале 
(О, 2л]. Все три случайные величины М, В и Ѳ взаимно независимы. Данный 
случайный процесс воздействует на вход линейной системы, импульсная ха- 
рактеристика которой равна у ха 

Н (/) = 10 ехр [—10/] и (/), 

где и (/) — единичная ступенчатая функция. 

а) Запишите выражение для случайного процесса на выходе системы 

б) Определите математическое ожидание выходного процесса. 

в) Определите значение среднего квадрата выходного процесса. 

«.2.2. Ответьте на вопросы, поставленные в задаче 8.2.1, в случае если 
импульсная характеристика системы равна Г 

Л (/) = б (/) — 10 ехр [—10/] и (/). 

8.3.1. Импульсная характеристика интегратора со сбросом имеет вид 


*(/) = 


1 при О </^0,5, 
0 при других /. 


На вход этого интегратора воздействует белый шум X (/) с двусторонней спект- 
ральной плотностью, равной 10 В 2 /Гц. Определите: * р 

тора а) матем атическое ожидание случайного процесса У (/) на выходе интегра- 

б) значение среднего квадрата выходного процесса, 

в) дисперсию выходного процесса. 

®' 3 - 2 - Ответьте на вопросы, поставленные в задаче 8.3.1, если на вход ин- 
тегратора со сбросом воздействует стационарный случайный процесс с корреля- 


%Х (т) = 16 ехр [—2 | т | ]. 

8.3.3. Случайный процесс X (/) с корреляционной функцией 
Ях (т) = 16 ехр [—2 | т | ] -(- 16 

воздействует на вход линейной системы, импульсная характеристика которой 


/і (/) = б (/) — 2 ехр [—2/] и (/). 


Определите: 

а) математическое ожидание случайного процесса У (і) 

линейной системы, ' ’ 

б) значение среднего квадрата выходного пооцесса 

в) дисперсию выходного процесса. 


на выходе этой 
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8.3.4. На рисунке представлена эквивалентная схема однокаскадного тран- 
зисторного усилителя. Ток, обусловленный внутренними шумами транзистора, 
обозначен через і п (?). Полезный сигнал на входе этого устройства имеет вид 

і! 3 (?) = 0,1 со5 2000л?, 


2к 



ток (?) полагается случайным процессом типа белого шума со спектральной 
плотностью 2-10~ 16 А 2 /Гц. Определите отношение среднего квадрата выходного 
сигнала к среднему квадрату шума (средней мощности) на выходе усилителя. 

8.4.1. Белый шум X (?) со спектральной плотностью 10 -4 В 2 /Гц, воздейст- 
вует на вход цепи, изображенной на рисунке. 

Определите: 

ОДГн 

О гѵѴѵл й о 

ВхоЭ <, ВыхоЭ 

Х(?) | Пі) 

о • о 


а) корреляционную функцию выходного случайного процесса У (?), 

б) средний квадрат выходного процесса. 

8.4.2. Ответьте на вопросы, поставленные в задаче 8.4.1, если на вход 
системы воздействует стационарный случайный процесс X (?) с корреляционной 
функцией 

Кх (т) = 2 ехр [—5000 [ х [ ]. 

8.4.3. Цель данной задачи заключается в получении достаточно общего 
результата, касающегося анализа линейных систем многих типов. На примере 



временной функции треугольной формы, изображенной на рисунке, докажите 
справедливость равенства 

ОО 

]>(?) <?? = (1/3) к 2 (Ь — а) 

т+ОО 

для любой треугольной функции при условии, что а ^ с ^ Ь. 

8.4.4. На вход линейной системы с импульсной характеристикой 
к (?) = [1 — ?] [и (?) — «(?—!)] 
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воздействует случайный процесс X (I), имеющий корреляционную функцию 

Ях (т) = 26 (т) + 9. 

Определите: 

а) математическое ожидание случайного процесса У (() на выходе этой 
системы, 

б) значение среднего квадрата выходного процесса, 

в) корреляционную функцию выходного процесса. 

8.5.1. Для линейной системы и входного случайного воздействия, опре- 
деленных в исходных данных задачи 8.3.1, определите обе взаимные корреляци- 
онные функции Яху (т) и Яух (х) (см. разд. 8.5) входного и выходного слу- 
чайных процессов. 

8.5.2. Для линейной системы и входного воздействия, определенных в ис- 
ходных данных задачи 8.3.2, определите обе взаимные корреляционные функ- 
ции входного и выходного случайных процессов. 

8.5.3. Для линейной системы и входного воздействия, определенных в ис- 
ходных данных задачи 8.4.4, определите обе взаимные корреляционные функции 
входного и выходного случайных процессов. 

8.5.4. На вход цепи, изображенной на рисунке, воздействует белый шум 
X (I) со спектральной плотностью 0,1 В 2 /Гц. Определите взаимную корреляци- 
онную функцию Яуг двух выходных процессов V (і) и I (() для всех т. 


ДО- 


Х(« 


-а 


<>+ 

т 

" °+ 

^кімкФ 2(і) 

-* О- 


8.6.1. На вход интегратора со сбросом, импульсная характеристика кото- 
рого равна 


/і(0= (1/Г) [и (*)-«(/ -Г)], 


воздействует стационарный случайный процесс X (I) с корреляционной функ- 
цией вида 


**(,)_( ІЧ<т, 

I 0 при других I т | 

Определите: 

а) значение среднего квадрата случайного процесса У (?) на выходе инте- 
гратора, 

б) корреляционную функцию выходного процесса. 

8.6.2. Белый ^ шум со спектральной плотностью 0,001 В а /Гц воздействует 
на вход линейной цепи, представляющей собой последовательное соединение 
двух интеграторов со сбросом, как показано на рисунке. Определить дисперсию 
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случайного процесса на выходе этой цепи для следующих значений 7\ и Т„: 

а) Т 1 = Т 2 = 0,1, б) Т х = 0,1, Г 2 = 0,01, в) 7\ = 0,1, Т. 2 = 1. 

8.6.3. Требуется получить оценку X математического ожидания стацио- 
нарного случайного процесса X (() путем усреднения N выборочных зна- 
чений Х п = X (п Д/), «=1,2, ..., N этого процесса, т. е. необходимо 
вычислить 

П Л/ 

х = (1/Х) 2х„. 

н=1 

Выведите общую формулу для дисперсии этой оценки при условии, что 

а) выборочные значения взаимно некоррелированы, 

б) период дискретизации (интервал между соседними выборками) равен Д/, 
а сам случайный процесс, которому соответствуют эти выборочные значения, 
имеет корреляционную функцию Их (т). 

8.6.4. Требуется получить оценку импульсной характеристики некоторой 
линейной системы путем дискретизации входного и выходного сигналов этой 
системы и вычисления взаимной корреляционной функции выборочных значе- 
ний данных сигналов (см. разд. 8.6). Выборочные значения входного сигнала 
взаимно независимы и имеют дисперсию, равную 2. Импульсная характеристика 
системы имеет вид 

к ( I ) = 10/ехр [ — 20/] и (/). 


Оценка функции к (/) должна быть определена по 60 выборкам во временном 
диапазоне, в пределах которого импульсная характеристика превышает 2 % 
ее максимального значения. Определите: 

а) временной интервал между соседними выборками, 

б) требуемое число выборок, обеспечивающее оценку импульсной характе- 
ристики со средней квадратической ошибкой, меньшей 1 % максимального 
значения функции к (/). 

в) общие затраты времени, требуемые для осуществления этих измерений. 
8 . 7 . 1 . а) Определите передаточную функцию Н (в) линейной системы, схема 

которой изображена на рисунке. 


2к 

-ѴѴѴ- 


ВхоЭ 


Г 


ВыхоЭ 

7^1000 мкФ 


б) При условии, что на вход данной линейной системы воздействует сигнал, 
преобразование Лапласа которого имеет вид 

X (5) = 5 І(з + 4), 


определите квадрат модуля | V (з) | 2 преобразования Лапласа сигнала на ее 
выходе. 

8.7.2. Трехполюсный фильтр Баттерворта имеет полюсы, изображенные на 
рисунке. Коэффициент передачи фильтра на частоте ш = 0 равен единице. 

а) Запишите выражение для комплексной частотной характеристики Н (ю) 
этого фильтра. 

б) Запишите выражение для квадрата модуля комплексной частотной ха- 
рактеристики | Н (о) | 2 . 
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в) Найдите квадрат модуля передаточной функции | Н (*) | 2 этого фильтра. 


? — 

1 

1 

-;зуз 

I 

і 


1 

6 1 -3 

1 

1 

о 

1 

1 

А- 

— ;зѴо 


^ ля линейной системы, схема и значения параметров элементов 
которой приведены на рисунке к задаче 8.7.1, определите спектральную плот- 
ность процесса на ее выходе, если на вход системы воздействуют 

а) белый шум со спектральной плотностью, равной 0,5 В 2 /Гц, 

б) случайный процесс X (1) со спектральной плотностью 

•$Х (ш) = и 2 /(м 4 + 5ш 2 + 4). 

8.8.2. На вход фильтра Баттерворта, параметры которого заданы в исход- 
ных условиях задачи 8.7.2, воздействует случайный процесс X (!) с корреля- 
ционной функцией ее 

Рх (т) = 10 ехр [— | т |]. 

у ^ Запишите выражение для спектральной плотности выходного процесса 

о^о ЫЧ и СЛИТе значе Ч ие „этой спектральной плотности на частоте со = 0. 

. .о. На вход линейной системы, имеющей передаточную функцию вида 

Н («) = з/( 5 2 + 15з+ 50), 

воздействует белый шум, спектральная плотность которого равна 1,2 В 2 /Гц. 

а) Запишите выражение для спектральной плотности случайного процесса 
на выходе этой линейной системы. 

б) Вычислите значение среднего квадрата выходного процесса. 

е.».4. Белый шум со спектральной плотностью 0,8 В 2 /Гц воздействует 
!1!. Х0 Д й7о ЬТ п Баттерворта, параметры которого заданы в исходных условиях 
адачи о. /. 2 . Определите значение среднего квадрата случайного процесса на 
выходе этого фильтра. 

8.9.1. Для линейной системы и случайного входного воздействия, заданных 
в исходных условиях задачи 8.8.2, определите обе взаимные спектральные плот- 
к а У п И входного X (() и выходного К (і) случайных процессов. 

. 9 . 2 . для линейной системы, изображенной на рисунке, выведите общие 

процессов Ѵ(0 Г™" СПеКТраЛЬНЫХ плотностей (*) и 5 2У (.,) случайных 


Белый 

шум 

$о = 1 

> 

Н у (5) 


% 





н г (в) 



У(і) 


2 ( 1 ) 
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8.9.3. Пусть для системы, изображенной на рисунке к задаче 8.9.2, пере- 
даточные функции Ну (в) и #2 ($) равны 

Ну(в)= 1/(5+ 1), Я 2 (5)=3/(5+1). 

Определите обе взаимные спектральные плотности 8у% ($) и 8%у (в) случай- 
ных процессов У (I) и 2. ( I ). 

8.10.1. а) Определите эквивалентную шумовую полосу трехполюсного 
фильтра Баттерворта, параметры которого заданы в исходных условиях задачи 
8.7.2. 

б) Определите полосу пропускания этого фильтра Баттерворта на уровне 
половинной мощности и сравните с эквивалентной шумовой полосой. 

8.10.2. Импульсная характеристика линейной системы изображена на 
рисунке. 



а) Определите эквивалентную шумовую полосу этой системы. 

б) Используя частотный метод анализа, определите значение среднего квад- 
рата случайного процесса на выходе системы при воздействии на ее вход белого 
шума со спектральной плотностью 2 В 2 /Гц. 

в) Повторите выполнение п.б с помощью интеграла от квадрата импульс- 
ной характеристики Л а (/) (см. разд. 8.10). 

8.10.3. а) Определите передаточную функцию замкнутой системы авто- 
матического регулирования, изображенной на рисунке. 



б) Определите значение среднего квадрата процесса У ( I ) на выходе этой 
системы при воздействии на ее вход стационарного случайного процесса X ( і ) 
со спектральной плотностью Зх («) = 10/ (я + 2). 

в) Для случайного входного воздействия, заданного в п. б, определите 
значение среднего квадрата сигнала ошибки X (I) — У (1). 

8.10.4. Селективный усилитель на частоте 10,7 МГц имеет коэффициент 
усиления и полосу пропускания на уровне половинной мощности соответственно 
40 дБ и 1 МГц. Импульсная характеристика усилителя аналогична импульс- 
ной характеристике одиночного ДБС-контура. Установлено, что вследствие дей- 
ствия на входе усилителя теплового шума на его выходе формируется случайный 
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сигнал со средним квадратическим отклонением 0,1 В. Определите спектральную 
плотность входного теплового шума. 

8.10.5. Предложено для измерения дальности до отражающего объекта осу- 
ществлять излучение на несущей частоте / п сигнала, представляющего собой 
белый шум с ограниченным по полосе спектром, с последующим суммированием 
излученного и принятого сигналов и измерением спектральной плотности этой 
суммы. Период следования максимумов спектральной плотности зависит от 
дальности до объекта. Используя модель системы, изображенную на рисунке, 



проанализируйте возможность применения предложенного метода при условии» 
что величина а 2 пренебрежимо мала по сравнению с а. Какой эффект, неблаго- 
приятно влияющий на процедуру измерения, не был учтен в этой модели си- 
стемы? 

8.10.6. Часто оказывается целесообразным аппроксимировать квадрат мо- 
дуля комплексной частотной характеристики реального линейного фильтра 
гауссовской кривой. Определите среднее квадратическое отклонение как пара- 
метр этой аппроксимирующей кривой применительно к фильтру нижних частот, 
для которого максимальное значение квадрата модуля комплексной частотной 
характеристики равно единице, а полоса пропускания на .уровне половинной 
мощности равна 117 Гц. Выразите эквивалентную шумовую полосу такого гаус- 
совского фильтра через его полосу пропускания на уровне половинной мощности 
и среднее квадратическое отклонение соответствующей гауссовской кривой. 

8.10.7. Тепловой шум, возбуждаемый в резисторе, достаточно точно может 
быть аппроксимирован белым шумом со спектральной плотностью 2кТР В 2 /Гц, 
где * — постоянная Больцмана (1,37-Ю -23 Дж/К), Т — абсолютная темпера- 
тура в кельвинах, К — сопротивление в омах. В схемах реальных усилителей 
любой резистор по существу шунтирован включенной параллельно ему емкостью, 
в соответствии с чем эквивалентная схема резистора приобретает вид, представ- 
ленный на рисунке. 


Напряжение 

теплового 

шума 


% 



+ 

Шум входной 
цепи усилителя 


-е- 


аі Рассчитайте значение среднего квадрата шума на входе усилителя и 
покажите, что оно не зависит от сопротивления В. 

б) Объясните этот результат с физической точки зрения. 

в) Покажите, что максимальная мощность шума (это соответствует исполь- 
зованию согласованной нагрузки), возбуждаемого в резисторе, равна кТВ, 
где В — эквивалентная шумовая полоса, в пределах которой измеряется мощ- 
ность. 

8.10.8. Любой сигнал на входе усилителя всегда сопровождается шумами. 
Минимально возможный уровень шумов определяется всегда присутствующим 
тепловым шумом, обусловленным активной составляющей входного сопротив- 
ления, как показано в задаче 8.10.7. В общем случае усилитель вносит до- 
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полнительные шумы в процессе усиления сигналов. Уровень шумов характери- 
зует степень уменьшения отношения сигнал/шум при прохождении сигнала 
через усилитель. Общепринято называть этот показатель усилителя коэффици- 
ентом шума, определяемым как 

р __ отношение сигнал/шум на входе 

отношение сигнал/шум на выходе ' 

а) Исходя из этого определения, покажите, что обший коэффициент шума 
двухкаскадного усилителя равен Р = Р г + (Р 2 — 1 )/0 1( где 0 ] и 0. г — коэф- 
фициенты усиления по мощности соответственно 1-го и 2-го каскадов усилителя, 
/*] и Р% — коэффициенты шума 1-го и 2-го каскадов. 

б) Широкополосный видеоусилитель, эквивалентная схема входной цепи 
которого соответствует схеме, представленной на рисунке для задачи 8.10.7, 
имеет следующие параметры: полосу пропускания на уровне половинной мощ- 
ности 100 МГц, коэффициент усиления 100 дБ, коэффициент шума 13 дБ, 
входное и выходное сопротивления 300 Ом. Определите среднеквадратическое 
значение выходного шумового напряжения в отсутствие входного полезного 
сигнала. (Спектральная плотность входного шума дается в условии за- 
дачи 8.10.7.) 

в) Вычислите амплитуду входного синусоидального сигнала, необходимую 
для получения на выходе усилителя отношения сигнал/шум ІОТдБ. 


ЛИТЕРАТУРА 

Рекомендуется обратиться к списку литературы, приведенной в гл. 1. 
Особый интерес для материала данной главы представляют книги [3, 7]. В ка- 
честве источника при изучении вопросов, связанных с анализом систем, может 
быть рекомендовано следующее издание: 

МсОШет С. О., Соорег О. Р. Сопііпиоиз апб Оізсгеіе ЗідпаІ апсі Зузіет Апа- 
Іузіз. Зесоші Есііііоп. Ие\ѵ Уогк: Ноіі, ШпеИагі апб \Ѵіпз1оп, 1984. 
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Оптимальные линейные системы 


9.1. Введение 

В предыдущих главах отмечалось, что почти во всех систе- 
мах, используемых на практике, наряду с полезным сигналом 
имеют место случайные возмущения. Присутствие этих возму- 
щений приводит к тому, что форма и уровень сигнала на выходе 
системы отличаются, и в ряде случаев в значительной степени, 
от его номинальных параметров. В таких случаях, естественно, 
возникает вопрос: можно ли каким-нибудь образом видоизменить 
данную систему так, чтобы уменьшить влияние этих возмуще- 
ний? Оказывается, что обычно представляется возможным выб- 
рать такую импульсную характеристику системы или ее комплекс- 
ную частотную характеристику (передаточную функцию), кото- 
рые минимизируют некоторые характерные признаки возмущений 
на выходе системы. При этом систему называют оптимальной. 

Исследование оптимальных систем для разных видов полез- 
ных сигналов и широкого класса шумовых возмущений и помех 
связано с большими сложностями из-за значительного разнооб- 
разия физических ситуаций, в которых возникают различные 
сигналы и возмущения. Литература по данному вопросу доста- 
точно обширна, а методы, используемые для определения струк- 
туры (т. е. синтеза) оптимальной системы, достаточно общие 
(универсальные) и высокорезультативные при всей их сложности, 
выходят за рамки рассматриваемого материала. Тем не менее 
целесообразно ввести некоторые термины и пояснить ряд вопро- 
сов постановочного, концептуального характера с тем, чтобы 
читатель представлял себе возможности этих методов и испыты- 
вал меньшие затруднения при знакомстве с соответствующей ли- 
тературой. 

Один из первых этапов изучения оптимальных систем состоит 
в точном определении самого понятия оптимальности. Сущест- 
вует много различных критериев оптимальности, поэтому при 
выборе подходящего критерия необходимо соблюдать осторож- 
ность. Эти вопросы будут рассмотрены в разд. 9.2. 

Следующий этап, который предполагает, что некоторый кри- 
терий оптимальности уже выбран, заключается в определении 
физической природы анализируемой системы. Здесь также воз- 
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никает^ возможность выбора, от правильности которого в значи- 
тельной, а иногда и в решающей степени зависит простота про- 
цедуры оптимизации. Особенности этого этапа кратко рассма- 
триваются в разд. 9.3, г 

После того как определена структура оптимальной системы, 
остается нерешенной задача оценки ее характеристик (т. е. за- 
дача анализа оптимальной системы ). В ряде случаев эта задача 
решается достаточно просто, в других же ситуациях ее решение 
может оказаться сложнее синтеза системы. В рамках рассматри- 
ваемого материала не предпринимается попытка выполнения об- 
щего обзора методов анализа — каждый случай должен анализи- 
роваться отдельно. 

В задачах, возникающих в инженерной практике, последний 
этап заключается в решении вопроса: возможна ли практическая 
реализация (в том числе и с экономической точки зрения) опти- 
мальной системы или необходимы упрощенные ее варианты. Если 
окажется, а зачастую именно эта ситуация и имеет место, что не 
представляется возможным реализовать действительно оптималь- 
ную систему, то резонно возникает сомнение относительно прак- 
тической значимости методов оптимизации. Однако, как это ни 
удивительно, оптимизация очень часто оказывается высокоэф- 
фективной и целесообразной с практической точки зрения опе- 
рацией, даже если отсутствуют намерение или прямая необходи- 
мость построения оптимальной системы. Причина в том, что ха- 
рактеристики оптимальной системы представляют собой критерий 
и меру, относительно которых могут быть выполнены оценка 
и сравнение характеристик любых реальных систем. Так как 
любая реальная система по своим параметрам не может прев- 
зойти оптимальную систему этого же типа, их сравнение дает 
я^ный ответ на вопрос: есть ли необходимость в дальнейшем со- 
вершенствовании реальной системы или же ее показатели на- 
столько близки к характеристикам оптимальной системы, что 
дальнейшее их улучшение неоправданно, в том числе с экономи- 
ческой точки зрения? Вероятно, именно возможность такого срав- 
нения является основным доводом в пользу исследования опти- 
мальных систем, так как действительно оптимальные в полном 
смысле этого слова системы могут быть реализованы практически 
только в очень редких случаях. 

9.2. Критерии оптимальности 

Так как существует значительное число критериев оптималь- 
ности, из которых может быть сделан выбор, необходимо устано- 
вить основные факторы, определяющие целесообразность исполь- 
зования того или иного критерия. Прежде всего необходимо, чтобы 
критерий удовлетворял ряду требований. 
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I. Критерий оптимальности должен иметь физический смысл, 
а его применение не должно приводить к очевидным результатам. 
Например, если в качестве критерия оптимальности был бы выбран 
критерий минимума (минимизации) мощности шума на выходе 
системы, то очевидно, что в результате мы получили бы систему, 
на выходе которой как полезный сигнал, так и шум имеют нуле- 
вые значения. Ясно, что это тривиальный результат. С другой 
стороны, если формулировку критерия минимума мощности' вы- 
ходного шума дополнить словами «при заданной мощности полез- 
ного сигнала на выходе», то он может оказаться вполне приемле- 
мым. 

2. Следствием применения критерия оптимальности должна 
оыть единственность и однозначность решения поставленной за- 
дачи. Например, критерий с формулировкой « математическое 
ожидание ошибки воспроизведения выходного сигнала системой 
должно быть равно нулю» может быть реализован с помощью 
многих систем, далеко не равнозначных в отношении получаемой 
при этом дисперсии данной ошибки. 

о. Критерий оптимальности должен приводить к математиче- 
ским соотношениям и алгоритмам, поддающимся решению. Это 
требование оказывается весьма строгим и является главной при- 
чиной, обусловливающей широкое применение на практике лишь 
очень незначительного числа критериев. Вследствие этого выбор 
критерия часто осуществляется с учетом в первую очередь именно 
этого требования, даже если в данной ситуации могли бы быть 
более целесообразными некоторые другие критерии. 

На выбор критерия оптимальности часто влияет физическая 
природа входного сигнала, а именно является ли этот сигнал де- 
терминированным или случайным. Причина различия такого рода 
заключается в том, что обычно применительно к этим двум раз- 
ным по характеру сигналам используются и системы, имеющие 
разное назначение. В частности, если входной сигнал является 
детерминированным, т. е. с известными параметрами, то задача 
его наблюдения (приема) заключается либо в установлении факта 
его наличия или отсутствия (задача обнаружения), либо в опреде- 
лении момента времени^ прихода сигнала, либо в измерении его 
уровня и т. д. С другой стороны, если сигнал является случай- 
ным, т. е. его параметры не известны, то назначение системы, на 
вход которой он воздействует, состоит в определении этих пара- 
М' Т Р 0В с максимальной достоверностью. В любом из этих двух 
случаев может иметь смысл применение ряда критериев, однако 
для каждого из них будет рассмотрено только по одному критерию, 
наиболее общепринятому и простому с математической точки 
зрения. 

Для детерминированных сигналов в качестве критерия опти- 
мальности используется критерий максимизации (максимума) от- 

11 Дж. Купер 
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ношения сигнал/шум по мощности на выходе системы в фиксиро- 
ванный момент времени. Этот критерий особенно эффективен для 
систем, предназначенных для обнаружения сигнала известной 
формы или определения момента прихода такого сигнала. Этот 
критерий обладает определенной гибкостью в отношении выбора 
момента времени, для которого должно обеспечиваться максималь- 
ное отношение сигнал/шум, однако обычно физическая природа 
и структура сигнала диктуют разумный выбор этого пара- 
метра. 

Применительно к случайным сигналам в качестве критерия оп- 
тимальности будет рассмотрен критерий минимизации (минимума) 
среднего квадрата разности между выходным сигналом системы 
и истинным значением принимаемого полезного сигнала. Этот 
критерий особенно эффективен, когда система должна быть пред- 
назначена для приема сигналов с неизвестными параметрами и 
последующего их измерения, а также решения задачи управле- 
ния. Разность между выходным сигналом системы и истинным 
значением входного полезного сигнала состоит из двух компонент. 
Одна из них, представляющая собой сигнальную ошибку, равна 
разности между входным и выходным сигналами в отсутствие шу- 
мов на входе системы. Второй компонентой является выходной 
шум, одновременно представляющий собой ошибку воспроизведе- 
ния выходного полезного сигнала. Общая ошибка равна сумме 
этих компонент, а минимизируемой величиной является средний 
квадрат этой общей ошибки. 

Рассмотрим несколько примеров с целью пояснения введенных 
выше критериев и для иллюстрации ситуаций, в которых они мо- 
гут быть применены. Критерий максимума отношения сигнал/шум 
на выходе очень широко используется в радиолокационных си- 
стемах. В радиолокационных системах осуществляется периоди- 
ческое излучение радиоимпульсов очень малой длительности; 
принимаемый сигнал представляет собой одну или несколько ко- 
пий зондирующего сигнала, которые формируются за счет отра- 
жения последнего облучаемыми объектами. Таким образом, форма 
принимаемого сигнала оказывается известной. Признаками, не- 
известными в отношении принимаемого сигнала, являются: число 
отраженных сигналов, временное запаздывание между момен- 
тами приема и излучения сигналов, амплитуда принимаемого 
сигнала и даже факт его наличия или отсутствия. Используя 
методы, которые выходят за рамки рассматриваемого материала, 
можно показать, что вероятность обнаружения слабого радиоло- 
кационного сигнала в условиях воздействия шумов или помех 
максимальна при максимальном отношении сигнал/шум. Таким 
образом, критерий максимума отношения сигнал/шум соответ- 
ствует задачам, решение которых возложено на радиолокацион- 
ные системы. 
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Аналогичная ситуация возникает в цифровых системах радио- 
связи. В этих системах передаваемое сообщение преобразуется 
в последовательность двоичных символов, условно обозначае- 
мых 0 и 1 . Затем каждый из этих двоичных символов представ- 
ляется в виде временной функции определенной формы. Напри- 
мер, ^отрицательный прямоугольный импульс может представлять 
собой условный нуль, а положительный прямоугольный импульс — 
условную единицу. При этом важно, чтобы в приемном устройстве 
принимались правильные решения относительно истинной поляр- 
ности (положительной или отрицательной) принимаемых импуль- 
сов, однако реализация процедуры принятия правильных реше- 
ний может оказаться непростой при наличии интенсивных шумов. 
И в этом случае вероятность принятия правильного решения 
максимизируется путем максимизации отношения сигнал/шум. 

С другой стороны, на практике существует много типов сигна- 
лов, форма и другие параметры которых не известны вплоть до 
момента приема, когда осуществляется их наблюдение на фоне 
шумов. Например, в аналоговых системах радиосвязи сообще- 
ния (речь, музыкальные программы) не преобразуются в двоич- 
ную форму, а передаются в исходном виде после осуществления 
модуляции соответствующего типа. В приемном устройстве не- 
обходимо восстановить сообщение с минимально возможными от- 
клонениями от исходного сообщения. В данном случае наиболее 
целесообразным оказывается критерий минимума средней квадра- 
тической ошибки между принимаемым и переданным сообщениями. 
Примером другой ситуации, когда наиболее эффективным яв- 
ляется данный критерий, является измерение параметров биоло- 
гических сигналов, осуществляемое при снятии электроэнцефало- 
грамм и электрокардиограмм. При этом большое значение имеют 
точное воспроизведение данных сигналов и предельно возможная 
минимизация влияния шумов. 

Итак, вышеприведенные рассуждения в более сжатой форме 
можно резюмировать в виде следующих выводов, в общем случае 
справедливых на практике: 

а) При определении факта наличия или отсутствия сигнала 
с известными параметрами и известной формы целесообразно 
использовать критерий максимума отношения сигнал/шум на 
выходе системы. 

б) Для измерения параметров сигнала, наличие которого 
установлено, целесообразно использовать критерий минимума 
среднего квадрата ошибки. 

Естественно, на практике возникают ситуации, для которых 
не применим ни один из вышерассмотренных критериев, однако 
эти вопросы выходят за рамки предлагаемого материала. 

Упражнение 9.2.1. Для каждой из следующих ситуаций установите, какой 
из двух критериев оптимальности должен быть применен: 

11 * 
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критерий максимума отношения сигнал'шум или критерий минимума сред- 
него квадрата ошибки: 

а) прием шумовых сигналов удаленных звезд, излучающих в радиодиапа- 
зоне, 

б) прослушивание музыкальных программ, записанных с помощью тради- 
ционных систем, 

в) прослушивание музыкальных программ, записанных с помощью цифро- 
вых систем, 

г) линии связи между ЭВМ, 

д) использование радиотелефона, 

е) обнаружение трещин в отливках с помощью ультразвуковых обнаружи- 
телей механических дефектов. 

Ответы : 1, 1, 1, 1, 2, 2. 


9.3. Ограничения оптимальных систем 

Обычно возникает необходимость ограничить класс допусти- 
мых систем. Ограничение наиболее общего характера заключается 
в том, что система должна быть каузальной *) (дословно это озна- 
чает существование причинно-следственных связей в системе во 
времени. — Перев.), так как это фундаментальное требование 
связано с физической реализуемостью (физической осуществимо- 
стью) системы. Часто оказывается справедливой ситуация, когда 
некаузальная система, выходной сигнал которой может представ- 
лять собой отклик на будущие значения входного сигнала, лучше 
удовлетворяет выбранному критерию, чем любая физически реа- 
лизуемая система. Однако обычно некаузальная система не может 
быть реализована и, кроме того, такая система не дает возмож- 
ности приемлемого сравнения с реальной системой, что не может 
нас удовлетворить. Возможное исключение из этого правила 
связано с ситуацией, когда осуществляется запись процессов, 
протекающих в системе, а значит, имеется возможность использо- 
вания соответствующих будущих значений. 

Другое ограничение (допущение) общего характера связано 
с линейностью системы. Основная причина использования этого 
допущения заключается в том, что обычно не представляется воз- 
можным решить задачу аналитически для оптимальной нелинейной 
системы. Можно показать, что в значительном числе случаев, 
особенно при наличии гауссовских шумов, не существует нели- 
нейных систем, которые имеют преимущества по сравнению с при- 
менением оптимальных линейных систем. Однако в более общем 
случае линейная система может уступать по своим характеристи- 
кам нелинейной системе. Тем не менее трудности, связанные с оп- 
ределением структуры и анализом оптимальной нелинейной си- 


х ) Под каузальностью мы понимаем, что импульсная характеристика такой 
системы удовлетворяет условию Н (() = 0, / <0 (см. (8.3)), а также условию ус- 
тойчивости (8.4). 
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еіемы, таковы, что часто эти процедуры оказываются трудно- 
реализуемыми. 

При современном уровне технологии все более широко реали- 
зуются и применяются цифровые варианты аналоговых систем. 
с)то исключает необходимость использования громоздких емкост- 
ных и индуктивных элементов, за счет чего уменьшаются масса 
и габариты оптимальной системы. Кроме того, оказывается воз- 
можным реализовать системы, которые были бы слишком слож- 
ными и дорогостоящими при их исполнении в аналоговом ва- 
рианте. Вопросы реализации таких цифровых систем выходят 
за рамки нашего обсуждения, однако читатель должен иметь пред- 
ставление о том, что в принципе действительно возможны цифро- 
вые варианты очень сложных систем, но их реализация всегда 
связана с возникновением ошибок как вследствие дискретизации 
аналоговых сигналов, так и в результате квантования их ампли- 
туд. Таким образом, проводимый в последующих разделах ана- 
лиз ошибок, возникающих в аналоговых системах, не отражает 
в необходимой степени характера ошибок, имеющих место в их 
цифровых вариантах. 

Если выбран^ приемлемый и оправданный с физической точки 
зрения^ критерий оптимальности, а система (синтез или анализ 
которой должны быть выполнены) ограничена классом каузаль- 
ных и линейных систем, то можно определить импульсную ха- 
рактеристику либо комплексную частотную характеристику (или 
передаточную функцию), соответствующие выбранному критерию 
оптимальности. Однако в ряде случаев целесообразно осущест- 
вить сужение класса рассматриваемых систем за счет введения 
дополнительных ограничений. Причина введения этих ограниче- 
нии заключается в реализации при этом системы с заданным уров- 
нем сложности (а значит, и стоимости), тогда как более общие 
методы оптимизации позволяют получить систему, являющуюся 
либо дорогостоящей, либо сложной при практической реализации 
ее цифрового варианта. Пример такого метода оптимизации будет 
рассмотрен в следующем разделе. 

•К4. Оптимизация систем путем подбора их параметров 

Как говорит само название раздела, данный метод оптимиза- 
ции реализуется путем задания структуры используемой системы 
и определения параметров ее компонентов, оптимизирующих 
выбранный критерий, т. е. реализующих выбранный критерий 
оптимальности. Этот метод имеет очевидное преимущество, свя- 
занное с анализом систем, уровень сложности которых задан, 
и, следовательно, наиболее применим в случаях, когда перво- 
степенное значение имеет именно фактор сложности систем, что 
непосредственно связано с их габаритами, массой и стоимостью. 
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Недостаток этого метода оптимизации состоит в том, что реали- 
зуемые с его использованием оптимальные системы всегда усту- 
пают по своим характеристикам оптимальным системам более 
широкого класса, на которые заранее не накладывается ограни- 
чение, связанное с заданием их структуры. Любые попытки улуч- 
шения характеристик систем с заданной структурой путем пере- 
бора систем, имеющих несколько более высокий уровень слож- 
ности, связаны с трудностями их аналитического математиче- 
ского описания при определении оптимальных значений более 
чем одного параметра (так как системы уравнений, которые 
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Рис. 9.1. Форма сигнала и система, максимизирующая отношение сигнал/шум: 
а — обнаруживаемый сигнал, б — частный вариант оптимальной системы. 


должны быть решены для их определения, в редких случаях 
являются линейными), хотя вполне возможны численные методы 
решения соответствующих уравнений на ЭВМ. На практике ме- 
тоды аналитического решения обычно ограничиваются случаем 
одного параметра. С целью пояснения сути данного метода опти- 
мизации рассмотрим два примера. 

В качестве первого примера предположим ситуацию, когда 
наблюдается аддитивная смесь прямоугольного импульса, изо- 
браженного на рис. 9.1, а, и белого шума со спектральной плот- 
ностью Ы 0 . В силу того что форма сигнала известна, оптималь- 
ная система должна быть предназначена для обнаружения этого 
сигнала на фоне шума. Как было отмечено выше, при этом в ка- 
честве наиболее целесообразного критерия оптимальности должен 
быть выбран критерий максимума отношения сигнал/шум по мощ- 
ности в некоторый момент времени на выходе этой системы. 

Это означает, что если 8 0 ( і ) — полезный выходной сигнал : а 

М ( і ) — выходной шум, средний квадрат которого равен /И 2 , 
то требуется получить оптимальную систему, максимизирующую 
отношение 5 2 ( ( 0 )/М 2 , где і 0 — момент времени, соответствующий 
максимуму этого отношения. 

В методе подбора параметров структура системы считается 
заданной. Пусть в данном примере это будет простая ЯС-цепь, 
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изображенная на рис. 9.1, б. Параметром, для которого должно 
быть выбрано оптимальное значение, является постоянная вре- 
мени ^С-фильтра т с = НС или обратная ей величина Ъ = 
= 1/ т с = 1 /НС. Один из первых этапов решения этой задачи 
состоит в выборе момента времени і 0 , соответствующего макси- 
муму отношения сигнал/шум. Выбор требуемой величины і 0 
очевиден из анализа структуры полезного сигнала на выходе 
системы. Этот сигнал описывается выражением 

5 _ { А [1 — ехр [— Ы]], 0 <<<7\ 

0 ’ [ Л [1 — ехр [ — Ы]] ехр [ — Ь (I — У)], Т < і < оо ( 9 ' 1 ) 



Рис. 9.2. Сигнальная компонента случайного процесса на выходе #С-фильтра. 

и изображен на рис. 9.2. Этот результат может быть получен 
с помощью любого из методов анализа систем. Из рис. 9.2 следует, 
что выходной полезный сигнал максимален в момент времени I = 
= Т , поэтому следует выбрать і 0 = Т. Таким образом, имеем 

5 0 (і 0 ) = А (1 — ехр 1~ЬТ]). (9.2) 

Выше неоднократно было показано, что для /?С-цепи анали- 
зируемого типа значение среднего квадрата выходного шума равно 

М* = ЬИ 0 / 2. (9.3) 

Следовательно, максимизируемое отношение сигнал/шум имеет 
вид 

8 1М - А1 (1 ~ ехр [ ~ ЬТ]Г ~ /о дч 

М* ьы„/2 ‘ 1 ' 

Прежде чем перейти к процедуре максимизации, следует отме- 
тить, что это отношение положительно для всех Ь > 0 и равно 
нулю для Ъ = 0 и Ь = оо. Следовательно, должно существовать 
положительное значение Ь, при котором это отношение макси- 
мально. 
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Для определения этого значения Ь продифференцируем (9.4) 
но переменной Ь и производную приравняем нулю: 

Л [*6 Ѵо)іЩ _ 2А- 2Ь (1 — ехр [ — ЬТ\) Т ехр ( — ЬТ] — (1 — ехр [ — ЬТ]) 2 п 

М /Ѵ 0 ь- — 

(9.5) 

После упрощения это соотношение приводится к виду 

2 ЬТ + і е» т . (9.0) 

Это уравнение легко решается относительно неизвестной вели- 
чины ЬТ методом «проб и ошибок» и приводит к решению 

ЬТ ж 1,256, (9.7) 

откуда оптимальное значение постоянной времени ДС-цепи опре- 
деляется как 

КС = Т/ 1,256. (9.8) 

Следует отметить, что именно это значение постоянной времени 
7?С-фильтра обеспечивает максимум отношения сигнал/шум в мо- 
мент времени Т . 

Следующим этапом процедуры оптимизации является оценка 
характеристик фильтра, т. е. определение того, насколько высо- 
кими фильтрующими свойствами обладает данная А?С-цепь. Эта 
операция легко реализуется подстановкой оптимального значе- 
ния ЬТ, определенного в (9.7), в выражение (9.4) для отношения 
сигнал/шум. В результате получим 

[ 5І (іо)т т = 0,8 145 А 2 77 А / 0 . (9.9) 

Нетрудно заметить, что энергия в импульсе равна А 2 Т, так что 
максимальное отношение сигнал/шум пропорционально отноше- 
нию энергии сигнала к спектральной плотности шума. Этот ре- 
зультат характерен для всех случаев максимизации отношения 
сигнал/шум при наличии белого шума. Имеются результаты, сви- 
детельствующие о том, что в последнем случае, а именно при воз- 
действии белого шума и при условии, что структура оптималь- 
ной системы не является заданной в противоположность тому, 
что полагалось выше, постоянная пропорциональности равна 
единице, а не 0,8145. Уменьшение отношения сигнал/шум, имею- 
щее место в данном примере, может рассматриваться как плата 
за использование простого /?С-фильтра. Из данного примера видно, 
что при этом энергетические потери незначительны, хотя в дру- 
гих случаях они могут быть ощутимыми. 

И наконец, последний этап решения задачи оптимизации, ко- 
торый зачастую не принимается во внимание, заключается в ана- 
лизе чувствительности отношения сигнал/шум к выбору пара- 
метра Ь (в отечественной литературе часто используется термин 
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«анализ критичности к изменению параметра». — Перев.). Проще 
всего реализовать этот этап, выразив постоянную пропорциональ- 
ности в (9.4) как функцию параметра Ь. График этой постоянной 

К = 2 (1 — ехр [—ЬТ]у/ЬТ (9.10) 

представлен на рис. 9.3. Видно, что отношение сигнал/шум на 
выходе системы изменяется незначительно при изменении Ь 
в окрестности точки, соответствующей значению параметра ЬТ , 



Рис. 9.3. Зависимость отношения сигнал/шум на выходе системы от параме- 
тра ЬТ. 

при котором имеет место максимум этого отношения. Таким 
образом, выбор постоянной времени оптимального фильтра не 
столь важен в части ее совпадения с действительно оптимальным 
значением. 

Гот факт, что анализируемая система не очень чувствительна 
(критична) к выбору ее параметра, не должен толковаться как 
всегда имеющий место. Например, если бы сигнал представлял 
собой импульс с высокочастотным синусоидальным заполнением, 
а система - - резонансную цепь, то характеристики этой системы 
в значительной степени зависели бы от резонансной частоты, а 
значит, и от индуктивности и емкости ее элементов. 

В качестве второго примера использования этого метода опти- 
мизации рассмотрим воздействие случайного сигнала и будем 
использовать критерий минимума среднего квадрата ошибки. 
Анализируемой системой будет идеальный фильтр нижних частот, 
для которого необходимо определить оптимальную ширину по- 
лосы пропускания. г ^ 
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_ Предположим, что на вход этого фильтра воздействует слу- 
чайный сигнал X ( і ), спектральная плотность которого 

5л-И = ЛМсо 2 + (2я/ 0 ) 2 ]. (9.11) 

Этот сигнал принимается на фоне белого шума N (I) со спектраль- 
ной плотностью N 0 . На рис. 9.4 иллюстрируются спектральные 
плотности сигнала и шума, а также квадрат модуля комплексной 
частотной характеристики идеального фильтра нижних частот. 

Так как линейный фильтр представляет собой фильтр ниж- 
них частот, ошибка Е (/) = X ({) — V (/) воспроизведения сиг- 



Рис. 9.4. Спектральные плотности сигнала и шума; квадрат модуля комп- 
лексной частотной "характеристики идеального фильтра нижних частот. 

нальной компоненты (т. е. ошибка воспроизведения X ( I ) на вы- 
ходе в отсутствие шума на входе) целиком обусловлена составля- 
ющими спектральной плотности сигнала, находящимися вне пре- 
делов полосы пропускания фильтра. Значение среднего квадрата 
этой ошибки может быть определено интегрированием спектраль- 
ной плотности случайного сигнала в пределах, превышающих 
|2яВ|. В силу симметрии спектральной плотности достаточно 
вычислить соответствующий интеграл в одном полуинтервале с 
последующим удвоением полученного результата. Тогда получим 

оо 

Р = (2/2я) _[ {Л 2 /[со 2 + (2я/ а ) 2 ]] с! со = (2Л 2 /4я 2 / а ) х 

2яВ 

X [я/2 — агс!§ (В/[ а )] . (9.12) 

Шум М (і) на выходе фильтра имеет значение среднего квадрата 

2 лВ 

М г — (1/2я) | Х 0 сйо = 2В/Ѵ 0 . (9.13) 

-2я В 

Суммарное значение среднего квадрата ошибки в силу независи- 
мости сигнала и шума равно сумме компонент, определяемых 
выражениями (9.12) и (9.13), а именно 

+ АТ 2 = (2Л 2 /4д 2 / а ) Ія/2 - агсі§ (В/[ а )) + 2 Я/Ѵ 0 . (9 . 1 4) 
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Минимизация этой суммы реализуется соответствующим выбором 
параметра В, что означает дифференцирование (9.14) по аргу- 
менту В и приравнивание результата нулю: 

[(2А 2 /4я 2 /„) (-1 //„)]/[ 1 + (В/ [ а ) 2 ] + 2Л/ 0 = О, 
откуда получаем оптимальное значение параметра В 

В = [(А 2 /4я 2 Ы 0 ) — / 2 ] 1/2 . (9.15) 

Подставляя это значение параметра В в выражение (9.14), полу- 
чим минимальное значение среднего квадрата ошибки. 



Рис. 9.5. Оптимальная полоса пропускания фильтра нижних частот. 

Форма записи вида (9.15) не столь очевидна в ее интерпрета- 
ции. Поэтому представим несколько более простую форму записи 
с учетом того, что средний квадрат сигнала равен X 2 = Л 2 /4я/ а , 
а значение среднего квадрата шума, содержащегося в пределах 
эквивалентной шумовой полосы сигнала (определяется по анало- 
гии с эквивалентной шумовой полосой системы — см. разд. 8.10), 
равно Мх = я /аЛ'о, так как эквивалентная шумовая полоса сиг- 
нала равна (я/2) / а . Тогда соотношение (9.15) можно переписать 
в виде 

В = 1а[(Х*/Щ)- 1], 1/2 Х*>Щ. (9.16) 

График зависимости ВЦ а от Х 2 /М'х изображен на рис. 9.5. 

Анализ рис. 9.5 позволяет сделать интересный вывод, заклю- 
чающийся в том, что оптимальная полоса пропускания фильтра 
нижних частот равна нулю при равенстве среднего квадрата сиг- 
нала на входе фильтра среднему квадрату шума в пределах экви- 
валентной шумовой полосы сигнала. При этом на выходе фильтра 
отсутствуют как сигнал, так и шум. Таким образом, минимальное 
значение среднего квадрата ошибки равно значению среднего 
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квадрата сигнала. Для меньших значений среднего квадрата сиг- 
нала оптимальная полоса по-прежнему остается равной нулю, 
а минимальное значение среднего квадрата ошибки — равным зна- 
чению среднего квадрата сигнала. 

Приведенный пример нереализуем на практике, так как дол- 
жен использоваться идеальный фильтр нижних частот, который 
не может быть построен на основе конечного числа дискретных 
элемёнтов. Этот фильтр был проанализирован скорее с целью пояс- 
нения возможностей анализа таких систем, нежели в интересах 
их практического применения. Однако для реального фильтра, 
у которого передний и задний фронты графика квадрата модуля 
комплексной частотной характеристики оказываются более кру- 
тыми, нежели крутизна ветвей графика спектральной плотности 
сигнала, в значительной степени получаются те же результаты, 
что и для идеального фильтра нижних частот. Таким образом, 
эют простои анализ может быть использован для определения 
оптимальной полосы пропускания реального фильтра нижних 
частот с^ крутым фронтом амплитудно-частотной характеристики 
(с резкой отсечкой). ^ Однако отсюда не должен следовать вывод, 
что этот упрощенный подход результативен для любого реального' 
фильтра. Например, для простой ЯС-цепи, изображенной, в част- 
ности, на рис. 9.1, б, оптимальная полоса пропускания фильтра 
в значительной степени отличается от величины, определяемой 
из выражения (9.15). Эти качественные выводы поясняются в уп- 
ражнении 9.4.2. 

В каждом из вышеприведенных примеров в процессе реализа- 
ции выбранного критерия оптимальности осуществлялся выбор 
значений только одного параметра системы. Процедура выбора 
значений двух и более параметров оказывается аналогичной, 
а именно максимизируемая или минимизируемая величина (в за- 
висимости от выбранного критерия) дифференцируется по каж- 
дому из параметров, для которых должны быть определены опти- 
мальные значения, а соответствующие производные приравни- 
ваются к нулю. В результате получается система уравнений, ре- 
шения которой представляют собой оптимальные значения этих 
параметров. Однако на практике процедура решения такой системы 
уравнений реализуема только в редких случаях в силу того, что 
уравнения этой системы оказываются нелинейными и затрудняют 
получение окончательного результата в аналитической форме. 
При этом часто могут быть использованы численные методы ре- 
шения на ЭВМ, однако при этом остается много неразрешенных 
вопросов, связанных, в частности, с единственностью получае- 
мых решений. 


Упражнение 9.4.1. На вход интегратора со сбросом, импульсная 
стика которого равна к (I) = (1/Г) [и (/) — и ( І—Т )], воздействует 
смесь прямоугольного импульса, описываемого выражением « (?) = 


характерн- 

аддитивная 


= 2 [и (?) - 
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— и {і — • 1)], и белого шума со спектральной плотностью, равной 2 В 2 /Гц. 
Ставится задача максимизации отношения сигнал/шум на выходе этого интегра- 
тора со сбросом. 

а) Определите значение Т, максимизирующее отношение сигнал/шум на 
выходе интегратора. 

б) Определите максимальное отношение сигнал/шум на выходе интегратора. 

в) При условии, что интервал интегрирования Т изменился в любую сто- 
рону (в сторону уменьшения или в сторону увеличения) на 10 % относительно 
оптимального значения Т, определите степень уменьшения (в процентах) от- 
ношения сигнал/шум на выходе интегратора. 

Ответы : 1, 2, 9,09, 10. 

Упражнение 9.4.2. Аддитивная смесь сигнала X ( I ) со спектральной плот- 
ностью вида 5х (м) = 40/(со 2 -Ь 2,25) и белого шума, спектральная плотность 
которого равна 1 В а /Гц, воздействует на вход /?С-фильтра нижних частот, 
имеющего комплексную частотную характеристику Й (со) = 6/(/со + Ь). 

а) Определите значение параметра Ь, минимизирующее средний квадрат 
ошибки (разности) между входным полезным и выходным суммарным сигналами. 

б) Определите минимальное значение среднего квадрата этой ошибки. 

в) Определите приближенное значение среднего квадрата ошибки при Ь -*■ 0. 

Ответы: 4,82, 5,57, 13,33. 


9.5. Оптимальные системы, 
максимизирующие отношение сигнал/шум 


В данном разделе будут рассмотрены системы, максимизирую- 
щие отношение сигнал/шум в определенный момент времени, 
в случае, когда форма сигнала известна. Предполагается, что 
структура системы не задана, а единственное ограничение со- 
стоит в том, что система должна быть каузальной и линейной. 





Рис. 9.6. Обозначения сигналов и шумов на входе и выходе оптимального филь- 
тра. 

Пояснения к вводимым обозначениям даются на рис. 9.6. 
Сигнал 5 (() полагается детерминированным с известными пара- 
метрами (возможно, за исключением амплитуды и времени его 
прихода). Предполагается, что N ( і ) — белый шум со спектраль- 
ной плотностью N 0 . Хотя случай воздействия небелого шума 
здесь не рассматривается (за исключением кратких комментариев 
в конце данного раздела), для него может быть использована та же 
самая общая методика. Отношение сигнал/шум на выходе опреде- 
ляется как 5 1 ( і 0 )/М'\ где і 0 — момент времени, который должен 
быть выбран. Ставится задача определить импульсную характе- 
ристику Іі (і) оптимальной системы, максимизирующей выходное 
отношение сигнал/шум. 
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Полезный сигнал 5 0 (/) на выходе фильтра определяется выра- 
жением 


5 в (і)= \ (9.17) 

о 

а значение среднего квадрата выходного шума М (/) при воздей- 
ствии на его вход белого шума есть 

оо 

М г > = N 0 \к*(X)с^X. (9.18) 

О 


Следовательно, отношение сигнал/шум на выходе в момент і а 
определяется как 





2 


(X) в (1 0 - X) йХ 


А Г 0 \к 2 (Х)сІХ. (9.19) 

О 


С целью максимизации этого отношения удобно применить 
неравенство Шварца — Буняковского. Это неравенство устанавли- 
вает тот факт, что для любых двух функций, скажем, / (/) и § ((), 
справедливо соотношение 


1 



(9.20) 


причем равенство имеет место тогда и только тогда, когда / (і) = 
= к§ (і), где к — величина, не зависящая от і, некоторая постоян- 
ная. 

Применяя неравенство (9.20) к выражению (9.19), получим 

оо ОО | / ОО 

\кцх)ах \ 5 ЦІ 0 -Х)ах ы 0 \н*(Х)ах. (9.2і) 

0 О .1 / о 

Отсюда ясно, что отношение сигнал/шум максимально, когда 
в (9.21) справедлив знак равенства: 


** ( іо)/М 2 < 


[ *0 ] тах = (№,) 1 (і 0 - X) йХ, (9 . 22) 

о 

так как интегралы от функции к 2 (X) в числителе и знаменателе 
взаимно сокращаются. Кроме того, чтобы был справедлив знак 
равенства, необходимо выполнение условия 

к (X) = кз (і 0 — X) и (X) . (9.23) 


Так как к — просто постоянная, не влияющая на отношение сиг- 
нал/шум, ее можно положить равной любому значению, и для 
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удобства пусть к = 1 . Появление сомножителя и (А,) обусловлено 
необходимостью гарантировать каузальность системы. Отметим, 
что требуемая импульсная характеристика представляет собой 
копию полезного сигнала, смещенную в обратном времени (т. е. 
зеркально отраженную относительно оси ординат) и задержанную 
на время 1 0 . 

Выполняя в правой части равенства (9.22) замену переменной 
вида і — і 0 — А, получим выражение 

00 О 

[ 5 2 ( і 0 — А) сіХ = | 5 2 {і) сІІ = г (4), (9 . 24) 

6 — оо 



з(і) 



з(іо-Ѵ 

НО = 5 (Т-і) 




А 


д 



А 


у- 



<• — 




о Т * і 0 -Т О Г 0 0 


а б в 

Рис. 9.7. Согласованный фильтр для прямоугольного импульса: а — полез- 
ный сигнал, б — зеркально отображенная и смещенная во времени копия по- 
лезного сигнала, в — импульсная характеристика оптимального фильтра для 

іо = Т. 

откуда ясно, что оно просто определяет энергию полезного сиг- 
нала, заключенную в интервале времени вплоть до момента і 0 , 
для которого должна быть осуществлена максимизация отношения 
сигнал/шум. Эта энергия обозначена через е ( і 0 ). Итак, подведем 
краткий итог. 

1. Отношение сигнал/шум в момент і 0 максимизируется филь- 
тром, имеющим импульсную характеристику вида 

к (І) = 8 ( і 0 — і) и ( і ). (9.25) 

2. Максимальное отношение сигнал/шум равно 

[5І(і 0 )/МХ ах = г(( 0 )/Ы 0 , (9.26) 

где е {(„) — энергия сигнала з ( ( ) на интервале времени вплоть до 
момента / 0 . Фильтр, определенный соотношением (9.25), назы- 
вается согласованным . 

В качестве первого примера, поясняющего эту процедуру опти- 
мизации, вновь рассмотрим случай, когда полезный сигнал пред- 
ставляет собой прямоугольный импульс, изображенный на 
рис. 9.7, о, и найдем импульсную характеристику к (і), максими- 
зирующую отношение сигнал/шум в момент / р = Т. На рис. 9.7, б 
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показана зеркально отображенная (относительно оси ординат) 
и смещенная на произвольное время І а копия полезного сигнала. 
Получаемая в результате импульсная характеристика для / 0 
= 7 , изображенная на рис. 9.7, в, описывается выражением 


А(0 = ( 

I 0 при других I 

Максимальное отношение сигнал/шум равно 


(9.27) 


[ «в Ѵо)ІМ\ гк = Е (/„)/Л' 0 = Л 2 Т!Ы„. (9.28) 


Этот результат полезно сравнить с соотношением (9.9). 

Чтобы проследить эффект изменения і„ на характеристики оп- 
тимального фильтра, приведем графики для зеркально отображен- 
ной и смещенной копии полезного сигнала 5 (і 0 — і), импульсной 
характеристики фильтра Іі ( і ) и выходного полезного сигнала 
5 0 ( і ) в случае воздействия на его вход одного и того же полезного 
сигнала 5 (і), изображенного на рис. 9.7, а. На графиках, приве- 
денных на рис. 9.8, видно, что при і 0 < Т отношение сигнал/шум 
уменьшается вследствие того, что к моменту і„ используется не 
вся энергия импульса. С другой стороны, увеличение і 0 до і а > Т 
не приводит к дальнейшему росту этого отношения, так как к мо- 
менту ( = Т мы располагаем уже всей энергией импульса. Ясно 
также, что сигнал на выходе согласованного фильтра не повторяет 
по форме входной сигнал. Таким образом, согласованный фильтр 
не подходит в ситуациях, когда необходимо воспроизвести с ми- 
нимальными искажениями полезного сигнала, принимаемого на 
фоне шума. 

В качестве второго примера согласованных фильтров представ- 
ляет интерес рассмотрение сигнала, имеющего конечную энергию, 
но бесконечную длительность. Такой сигнал может описываться 
временной функцией 


8(і) = Ае~ ы и ((), (9.29) 

изображенной на рис. 9.9. Для некоторого произвольно выбран- 
ного і 0 импульсная характеристика оптимального согласованного 
фильтра, также представленная на этом рисунке, имеет вид 

Н(і) = А ехр [ Ь (і п - /) | и (7) . (9 . 30) 

Максимальное отношение сигнал/шум зависит от выбора значе- 
ния і 0 , так как с его увеличением возрастает энергия сигнала. 
В данном случае имеем 


[%{іо)іМЛ тах . = е(/ 0 )/М 0 = 

ІО 

= I {Л 2 ехр | -2 Ы] йЦИд = (А 2 /2ЬМ 0 ) (1 - ехр [- 2 />/„]). (9.31) 
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Г 0 <Т 


з(і 0 -і) 
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І 0 -Т 0 і 0 



Ь(і) 


О і 0 


Ь(і) 
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О і 0 -Т іо 0 і 0 -Т 





Рис. 9.8. Импульсные характеристики оптимальных фильтров и сигналы на 

их выходах. 


( )чевпдно, чю предельное значение этого отношения, соответствую- 
щее і 0 -> оо, равно Л 2 /‘2ЬМ п . Следовательно, выбор / 0 опреде- 
ляется требуемой степенью приближения к этому предельному 
значению. При этом следует помнить, что увеличение і 0 в общем 
случае приводит к тому, что оптимальная система оказывается 
более сложной и дорогостоящей. 

В качестве третьего и последнего примера согласованных 
фильтров рассмотрим случай, когда сигналы имеют бесконечно 
большую энергию и неограниченную длительность. При этом 
большой практический интерес представляют сигналы в виде 
пакета периодически следующих радиоимпульсов, используемые, 
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в частности, в радиолокационных системах. На рис. 9.10 изобра- 
жены сигнал в виде пакета N принимаемых радиоимпульсов, его 
зеркально отображенная и смещенная копия, а также импульсная 





Рис. 9.9. Входной сигнал экспоненциальной формы и импульсная характе- 
ристика согласованного фильтра. 


характеристика согласованного фильтра. Применительно к дан- 
ному рисунку величина і 0 состоит из целого числа периодов сле- 
дования импульсов ( 1 0 = (ѴГ), хотя это не является обязательным 
требованием. Так как энергия, приходящаяся на один импульс, 


5(0 
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Л Л Л Л Л 

. 9.10. Характер 

ГАГ V/ ѴГ V V 

истики согласованного фильтра для (V радиоимпульсов 


равна Ѵ 2 А 2 і р (рис. 9.10), отношение сигнал/шум на выходе филь- 
тра, согласованного с пакетом (V таких импульсов, равна 

[*1{іо)іЩ тлуі = иАЧ р і2М в . (9.32) 

Ясно, что эта величина возрастает по мере увеличения числа N 
импульсов в пакете. Однако при больших N возникают затрудне- 
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ния в реализации таких согласованных фильтров, поэтому на 
практике обычно выбирают N < 10. 

Хотя мы не будем рассматривать в деталях случай небелого 
шума, тем не менее следует заметить, что применение вышеприве- 
денной методики получения структуры и анализа согласованного 
фильтра предполагает подключение к его входу устройства, пре- 
образующего небелый шум в белый. Такое устройство называется 
обеляющим фильтром и имеет квадрат модуля комплексной ча- 
стотной характеристики, определяемый как величина, обратная 
спектральной плотности шума. Естественно, обеляющий фильтр 
видоизменяет форму входного полезного сигнала, поэтому сле- 
дующий за ним согласованный фильтр должен быть согласован 
с сигналом, форма которого отличается от формы исходного вход- 
ного сигнала. 

Иногда при определенных комбинациях входного полезного 
сигнала и небелого шума возникает интересное явление, извест- 
ное под названием сингулярного обнаружения. Пусть, например, 
спектральная плотность небелого шума описывается выражением 

(о) = 1/(ы 2 + 1). 

Квадрат модуля комплексной частотной характеристики обеляю- 
щего фильтра, преобразующего шум с такой спектральной плот- 
ностью в белый шум, равен 

I Н (со) | 2 = 1/5|у (со) = со 2 -[- 1 = (/со -)- 1) ( — /со -(- 1) > 
т. е. сама комплексная частотная характеристика имеет вид 

Н (со) = /со + 1, 

что соответствует импульсной характеристике обеляющего филь- 
тра вида 

к (() = б (0 + б (і). 

Следовательно, при любом входном полезном сигнале 5 ( I ) полез- 
ный сигнал на выходе этого фильтра равен 5 (і) + 5 (/). Если вход- 
ным сигналом является прямоугольный импульс, изображенный 
на рис. 9.7, а, то выходной сигнал будет содержать две 6-функции, 
так как этот фильтр реализует операцию дифференцирования. 
В силу того что 6-функция заключает в себе бесконечную энер- 
гию, она всегда может быть обнаружена независимо от того, 
сколь малый уровень имеет входной сигнал. Этот же самый ре- 
зультат справедлив, когда огибающие входных сигналов имеют 
разрывы. Физически такие ситуации не могут возникать, а их 
появление при анализе систем просто свидетельствует о том, что 
для входного сигнала используется та или иная идеальная модель. 
Вследствие невозможности существования разрывов такого ха- 
рактера на практике не возникает и задача сингулярного обна 
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ружения. Тем не менее тот факт, что анализ оптимальных систем 
предполагает такую возможность, заставляет обратить внимание 
на важность использования реальных математических моделей 
полезных сигналов при получении структур и анализе согласо- 
ванных фильтров в случае воздействия небелого шума. 

Упражнение 9.5.1. Сигнал, описываемый выражением 
*(/) = 1,5/ \и (/) -и (/-2)1, 

должен быть обнаружен с помощью согласованною фильтра при воздействии 
белого шума, спектральная плотность которого равна 0,15 В*/ Гц. 

а) Определите наименьшее / 0 , позволяющее получить’ максимальное отно- 
шение сигнал/шум на выходе согласованного фильтра. 

б) Для этого / 0 вычислите значения импульсной характеристики согласо- 
ванного фильтра при 1=0, 1 и 2. 

в) Определите максимальное отношение сигнал/шум на выходе согласо- 
ванного фильтра. 

Отпеты. 0, 1 ,5, 2, 3, 5. 

Упражнение 9.5.2. Сигнал, описываемый выражением 
х (0 = 5 ехр I— (/+ 2)1 и (/ + 2), 

должен быть обнаружен с помощью согласованного фильтра при воздействии 
белого шума, спектральная плотность которого равна 0,25 В 2 /Гц. 

а) Для і 0 = 2 определите значения импульсной характеристики согласо- 
ванного фильтра при / = 0, 2 и 4. 

б) Определите максимальное отношение сигнал/шум на выходе согласован- 
ного фильтра, достижимое при / 0 -*• оо. 

в) Определите значение / 0 , при котором отношение сигнал/шум на выходе 
согласованного фильтра составляет 0,95 от определенного в и б 

Ответы. —0,502, 0,0916, 0,677, 5, 50. 

9.6. Оптимальные системы, 
минимизирующие средний квадрат ошибки 

В данном разделе рассматриваются системы, минимизирую- 
щие средний квадрат ошибки (разности) между суммарным сиг- 
налом на выходе системы и полезным сигналом на ее входе, когда 
входной сигнал является стационарным случайным процессом. 
Предполагается, что эти системы, структуры которых не являются 
заданными, ограничены классом линейных и каузальных систем. 

Представляется целесообразным выполнить анализ этих си- 
стем с использованием комплексной 5-плоскости, хотя аналогич- 
ную задачу можно решить и методом анализа во временной об- 
ласти. Соответствующие обозначения иллюстрируются рис. 9.11 
где 8% (5) — спектральная плотность входного случайного сиг- 
нала X (і), З к (5) — спектральная плотность входного шума 
N (/), (5) и З м (5) — соответственно спектральные плотности 

выходного сигнала У (і) и выходного шума М ((). Допущение о 
том, что входным шумом является белый шум, не приводит к су- 
щественному упрощению процедуры оптимизации, поэтому такое 
допущение приниматься не будет. 
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Ошибка в сигнальной компоненте, обусловленная самой си- 
стемой, определяется, как и выше, из выражения 

Е (() = X (і і ) - V ((). 

Преобразование Лапласа этой ошибки имеет вид 
Ее (5) = Рх (5) - Еу (5) = Е х ( 5 ) - Н (з) Р х (з) = Р х (з) [ 1 - Я (з)] . 

(9.33) 

Следовательно, |1 — // (з) I — передаточная функция, связываю- 
щая сигнальную ошибку с входным сигналом, а значение среднего 
квадрата этой ошибки равно 

Р = (1/2я/) _| 5 ѵ (з)[1 Н(з)][1 -Н(--з)]сІ5. (9.34) 


5*0 + 5 / 1/0 


5уО + 5«(3) 



Рис. 9.1!. Обозначения спектральных плотностей сигналов и шумов на входе 
и выходе оптимальной системы. 


Значение среднего квадрата шума М (() на выходе системы опреде- 
ляется из выражения 

/оо 

М 2 — (1/2я/) ] 5/ѵ (з) Н (з) // ( — з) сІ8 . (9.35) 

— /оо 

В силу статистической независимости сигнала и шума суммарное 

значение среднего квадрата ошибки равно Ё 2 + 7Й 2 и определяется 
из соотношения 

/°° 

Е 2 + М 2 = (1/2я/) _) {5 х (з)[1 - Я(з)][1 - Н(— з)] + 

— /оо 

+ 3„(5) Н(8)Н(— 8)\(І8. (9.36) 

Теперь необходимо определить вид функции Н (з), минимизирую- 
щей выражение (9.36). 

Если бы на систему не было наложено ограничение, связанное 
с ее обязательной каузальностью, процедура определения опти- 
мального вида функции Н (з) была бы очень простой. Чтобы пока- 
зать это, перегруппируем члены подынтегрального выражения 
(9.36) и получим 

/оо 

Е 2 3“ 34 2 — ( 1 /2яу ) ^ ($) ~Ь ( 5 )1 Н (з) Н ( — з) — 

(з) Н {$) - З к (з) // ( - 5) + 8 Х (з)} Оз. (9.37) 


334 


Глава 9 


Так как [5 Х ( 5 ) + 5^ (5) ] тоже спектральная плотность, она долж- 
на обладать свойством симметрии (четности) и, следовательно, 
может быть представлена в виде двух сомножителей, один из ко- 
торых имеет полюсы и нули в левой полуплоскости и второй — 
аналогичные полюсы и нули в правой полуплоскости, т. е. можем 
записать 

5х(5) + 5^(х) = Т' г (5)Т' і (— 5 ). (9.38) 

Подставляя это выражение в (9.37) и вновь перегруппировывая 
члены подынтегрального выражения, получим 

/со 

Р + М' = (1/2яі) ^ \[Р і (я)Н( !і )-З х (8)/Г І (-з)][Г і (-з)Н(-8)- 

—I со 

- (5)АР, (5)] + (5) ( 8 )АР, (5) Р г (~ 5 )( Он. (9.39) 

Теперь можно заметить, что последнее слагаемое в подынтеграль- 
ном выражении (9.39) не включает Н ( 5 ). Следовательно, с уче- 
том того что произведение, являющееся первым слагаемым по- 
дынтегрального выражения, не может быть отрицательным, ми- 
нимум суммы Е 2 + Л4 2 будет иметь место при равенстве его сом- 
ножителей нулю. Это означает, что оптимальная передаточная 
функция Н («) равна 

Н (5) = 5* (5)/[Т г (5) Рі (— 5)] (5)/[$ѵ (5) + 5* (5)]. (9.40) 

Справедливость полученного результата казалась бы очевидной, 
за исключением того, что функция, определяемая (9.40), является 
симметричной в 5-плоскости, а следовательно, не может быть ана- 
литическим представлением каузальной системы. 

Так как передаточная функция Н ( 5 ), определенная соотноше- 
нием (9.40), не описывает каузальную систему, напрашивается 
процедура, заключающаяся в использовании полюсов и нулей 
левой полуплоскости выражения (9.40) для описания каузальной 
системы. Здесь можно было бы провести аналогию с «отбрасы- 
ванием» части функции 5 (і а — і) при і < 0 для рассмотренного 
в предыдущем разделе согласованного фильтра. К сожалению, 
эта задача не является столь простой, так как в данном случае 
случайный процесс X (і) + N ( і ) на входе системы не является 
белым шумом. Если бы этот процесс был белым шумом, то его 
корреляционная функция представляла бы собой 6-функцию и, 
следовательно, все будущие значения входного процесса были бы 
некоррелированны с его настоящими (текущими) и прошлыми 
значениями. Таким образом, система, которая не может реагиро- 
вать на будущие входные воздействия (т. е. каузальная система), 
не будет отвергать использование любой информации, какая 
только может привести к улучшению оценки сигнала. Поэтому 
представляется, что первый шаг в определении структуры кау- 
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зальной системы должен заключаться в преобразовании суммы 
сигнала и шума в белый шум, что требует применения обеляющего 
фильтра. 

Из (9.38) очевидно, что если передаточная функция фильтра 
Н і (я) равна 

#і (5) = 1 /Рі (я), (9.41) 

то процесс на его выходе является белым шумом, так как справед- 
ливо равенство 

[5 Л (5) + 5* (5)] Н 1 (5) Н х (- 5) = [5х (я) + (5 )]1Рі (я) Р г (— я) = 1. 

Кроме того, Н х (я) описывает каузальную систему, так как Р г (я) 
по определению имеет полюсы и нули только в левой полуплос- 
кости. Таким образом, Н 1 (я) — передаточная функция обеляю- 
щего фильтра для суммы входного сигнала и входного шума. 

Еще раз проанализируем член {Р х (з) Н(з) — [5* (з)/Р { (— 5 )]} 
в подынтегральном выражении (9.39), который мы полагали 
равным нулю. Наличие полюсов, расположенных в правой 
полуплоскости, обусловлено вторым его членом, который в свою 
очередь мы можем представить (путем разложения на простые 
дроби) в виде суммы двух слагаемых, одно из которых имеет 
полюсы только в левой полуплоскости, а другое — только в пра- 
вой полуплоскости. Тогда в целом выражение для этого сомножи- 
теля будет иметь вид 

Р і (з)Н(з)-[5 х (з)/Р і (~з)] = 

= Рі (я) Н (я) - [5* (3)1 Рі (- 8 )] ь - [5* (3)1 Рі (- 5)] Л , (9.42) 

где индексы «Т» и «/?» означают соответственно полюсы только 
левой и только правой полуплоскости. Теперь ясно, что для 
Н (з), описывающей каузальную систему, анализируемый сомно- 
житель нельзя полагать равным нулю, а наименьшее значение, 
которое он может иметь, может быть получено путем приравни- 
вания нулю разности первых двух членов в правой части (9.42): 

нли Гі(*)Н(з)-18 х (5)/Рі(-з)] ь = 0, 

Н(з) = [ 1 /Рі (5)] [5 Х (з)/Рі (— 5)] ь . (9.43) 

Заметим, что первый коэффициент в (9.43) представляет собой 
передаточную функцию Н х (я) обеляющего фильтра. Таким 
образом, лучшее, что может быть сделано для минимизации сред- 
него квадрата общей ошибки, — это избавиться от некаузальных 
компонент (т. е. компонент, описывающих некаузальные системы) 
во втором сомножителе в (9.43). 

Оптимальный фильтр, минимизирующий средний квадрат об- 
щен ошибки, часто называют фильтром Винера (винеровскнм филь- 
тром). Он может рассматриваться в виде двух последовательно 
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включенных устройств (рис. 9.12), первое из которых является 
обеляющим фильтром с передаточной функцией И 1 {&), а второе, 
имеющее передаточную функцию Н 2 (з), — собственно фильтром. 
Часто функции Н 1 (5) и Н 2 ( з ) имеют общие сомножители, после 
взаимного сокращения которых общая передаточная функция 
приобретает более простой вид, чем это можно было ожидать, и 
становится более простой в реализации, нежели каждый из ее 
исходных сомножителей Н 1 (5) и # 2 (5). 

В качестве примера фильтра Винера рассмотрим случай, когда 
входной полезный сигнал X (/) и входной шум N (/) имеют соот- 
ветственно спектральные плотности (5) = — 1/($ 2 — 1) и 



Н(з) = Н 1 (з)Н г (5) 


Рис. 9.12. Оптимальный фильтр Винера. 

( 8 ) = — 1/(з 2 — 4), тогда имеем 
р і Ф Р ‘ (-») = 5.Т (5) + 5* (5) = [-1/(8» - 1)] - [ 1/(8» _ 4)] = 

= — (2х 2 — 5)/(5 2 — 1 ) (5- — 4), 

откуда следует 

Рііз) =■ \ г 2 {з //2,5)/(з + 1)(8 + 2 ). ( 9 . 44 ) 

Поэтому передаточная функция обеляющего фильтра равна 

ВД = 1 /Рі (5) (5 + 1) (5 + 2)1/2 (8 + / Щ . (9.45) 

Передаточная функция II., ($) второго фильтра (см. рис. 9.12) 
легко определяется из соотношения 

5 х ( 5 )/^(- 8 ) = [- 1 /( 8 2 - 1 )](- 8 + 1 )(- 8 + 2)//2 (- 8 + уГЩ = 

(5 2)/ /2(з/ 1 ) (5 — /27)), 

дроби 06 М0ЖеТ бЫТЬ 11 Р едставлеН0 в виде разложения на простые 

5 А- (5 )//-'; ( 5) 10,822/(5 + 1 )] [0, 1 ] 5/(5 , а 2,5)]. 

Следовательно, передаточная функция //, (5) равна 

Н 2 ( 5 ) = [5л; (а)/Рі (~8)] ь = 0,822/(5 + 1). (9.46) 

Тогда передаточная функция оптимального фильтра в целом оп- 
ределяется как 

Н (з) = Н 1 (з) Н/з) = [(5+ 1) (5 /2)1/2 (5 + /2$)] [0,822/(5+ 1)] = 

0.582 (5 / 2)/(з -) , 2(5). (9.47, 
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Следует заметить, что полученный оптимальный фильтр в це- 
лом по своей структуре проще обеляющего фильтра и может быть 
реализован с помощью Л/С-цепи. 

Теперь остается оценить характеристики оптимального филь- 
тра, т. е. определить истинное значение минимального среднего 
квадрата полной ошибки. Решение этой задачи в значительной 
степени упрощается, если для оптимальной системы данного 
типа считать достоверным факт некоррелированности остаточной 
ошибки и процесса на выходе системы. Если бы это утверждение 
не было справедливым, то можно было бы и далее выполнять ли- 
нейные операции над выходным сигналом и получать при этом 
ошибки еще меньшей величины. Таким образом, минимальное 
значение среднего квадрата ошибки представляет собой просто 
разность между значениями среднего квадрата входной сигналь- 
ной компоненты и суммарного процесса на выходе фильтра: 

/оо 

(Ё* + Ж 2 ) т1п = (1/2я/) 5 5 х (я)Л- 

—/со 

/оо 

— (1/2 л/) 5 [5 Л - (в) + 5* (5)] Н (х) И (—5) г/5, (9.48) 

—/со 

где Н (з) определена в соответствии с (9.43). 

Приведенный результат может быть использован для опреде- 
ления минимального значения среднего квадрата ошибки примени- 
тельно к фильтру Винера, описываемому передаточной функцией 
вида (9.47). Первый интеграл в (9.48) легко вычислить либо с по- 
мощью табл. 7.1, либо путем суммирования вычетов. В итоге 
получим 

/со /со 

(1/2 л/) 5 5і(5)Л = (1/2п/) 5 [— 1/(5 2 - 1)]с/5 - 0,5. 

—/со — /со 

Аналогично вычисляется второй интеграл в (9.48): 

/со 

( 1 /2л:/) $ [5 Д (5) + 5^ (5)1 Н (5) Н (—5) <1з — 

—/со 

/со 

= ( 1 /2я ]) 5 [- (25 й — 5)/(я 2 — 1 ) (5 2 -4)1 (0,582) 2 (в 2 — 4)/(в* — 2,5) йз = 

— /оо 

/со 

= (1/2я/‘) 5 [-2 (0,582) 2 /(5 2 - 1)1 Г/5 - 0,339. 

—/от 

Тогда минимальное значение среднего квадрата ошибки равно 
(I 5 + Ж 2 ) т1п = 0,5 0,339 = 0,161. 
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Представляет интерес сравнить это значение с полученным в от- 
сутствие фильтра. В этом случае отсутствует сигнальная ошибка 
а средний квадрат полной ошибки равен среднему квадрату шума 

/с° 

Е г М 2 == Л/ 2 = (1/2лу) ^ [ — 1/(5 2 — 4)] сіз = 0,25. 

—/со 

Отсюда очевидно, что использование фильтра приводит к сущест- 
венному уменьшению полной ошибки, причем степень этого умень- 

"ходного Ы шу„а Ы еЩв б " ее ОЩут " моЛ "Р" ™Р»кой полосе 

(х) = — 1/(х 2 — 1) 

и шума со спектральной плотностью 

•$лг («) = х 2 /(х 2 — ]). 

Определите минимальное значение среднего квадрата ошибки межлѵ входным 

“м и суммарным процессом на выходе оптимальной системъ/ в качестве 
которой используется линейный каузальный фильтр качестве 

Ответ : 0,375. 1 

Упражнение 9.6.2. Осуществляется наблюдение аддитивной смеси случай- 
ного сигнала X (I) со спектральной плотностью вида 
5 Х («) = —2 х 2 /(5 4 — ІЗх 2 + 36) 

и белого шума, спектральная плотность которого равна 1. Определите полюсы 
и нули передаточной функции оптимального каузального фильтра Винера ми- 
нимизирующего средний квадрат ошибки (разности) между Ѵод^ым сигналом й 
суммарным сигналом_на выходе фильтра. входным сигналом и 

Ответы : 0, — — 2\/~ 3 . 


ЗАДАЧИ 

^ ля каждой из ситуаций, перечисленных ниже, укажите какой из 

сигнал/шѵм°7д И / а м ЬН0СТИ целееооб Р азно использовать: максимума отношения 
сигнал/шум или минимума среднего квадрата ошибки- 

случакь”муще Т нТ ИЧеСК0Г °' Р ег У ли Р ования - подверженная воздействию 

б) Система автоматического управления полетом самолета. 

в) импульсная радиолокационная система 

г) Радиолокационный измеритель скорости для наряда полиции 

е & - частиц для измерения уровня радиационного облучения, 
водой ПаССИВНЫИ ЗВ У К0В0И локатор для обнаружения звуковых колебаний под 

тери?тикой”ида ХОДе однозвенного ЯС-фильтра с комплексной частотной харак- 

Н (со) = ЬІ(Ь + /со) 

"„!і ЮДае . КЯ аддитивная смесь сигнала в виде синусоидальных незатухающих 
колебании амплитудой 2 В и частотой 80 Гц и белого шума спектральная плот- 

г.\*°гг ш р У г а °' 0 ' в ' ,Гц - 
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а) Определите отношение сигнал/шум на выходе фильтра, если его полоса 
пропускания на уровне половинной мощности равна 10 Гц. 

б) Проделайте то же самое, если полоса пропускания равна 100 Гц. 

в) Проделайте то же самое, если полоса пропускания равна 1000 Гц. 

9.3.1. На вход условно изображенной на рисунке каузальной системы 

с импульсной характеристикой к (!) воздействует белый гауссовский шум N ( I ) 
с нулевым математическим ожиданием. 


лад 



а) Докажите, что выходной процесс М ( I ) не зависит от N (I + т) для всех 
т > 0 (т. е. от будущих значений входного процесса), но не является независи- 
мым от N (і + т) для т<0 (т. е. от прошлых и настоящих значений входного 
процесса). 

б) Докажите, что утверждение п.а неправомерно, если система является 
некаузальной. 

9.4.1. Для сигнала и шума, параметры которых заданы в исходных данных 
задачи 9.2.2, определите: 

а) полосу пропускания фильтра на уровне половинной мощности, при ко- 
торой отношение сигнал/шум на его выходе максимально. 

б) максимальное отношение сигнал/шум на выходе фильтра. 

9.4.2. Наблюдается аддитивная смесь сигнала « ((), показанного на рисунке, 
и белого шума, спектральная плотность которого равна 2 В 3 /Гц. Требуется мак- 
симизировать отношение сигнал/шум на выходе ДС-фильтра, схема которого 
также приведена на рисунке, при I — 0,01с. Определите постоянную времени 
ДС-фильтра, при выборе которой реализуется это требование. 



9.4.3. На входе ДС-фильтра нижних частот с комплексной частотной ха- 
рактеристикой вида 


И (со) = Ь/(и о + Ь) 


наблюдается аддитивная смесь случайного сигнала, имеющего спектральную 
плотность вида 

_ Г 2, | со |< 10, 

х ^ ~ I 0 при других | со |, 


и белого шума, спектральная плотность которого равна 2 В 2 /Гц. 

а) Определите Ь, при котором минимизируется средний квадрат ошибки 
между входным сигналом и суммарным процессом на выходе фильтра. 

б) Определите минимальный средний квадрат ошибки. 

9.4.4. На входе идеального фильтра нижних частот с комплексной частотной 
характеристикой вида 


Т 1. М<2яЦ7, 

10 — (, 0 при других | со | 
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наблюдается аддитивная смесь случайного сигнала, имеющего спектральную 
плотность 

/ 1 — | со |/10, | со К 10, 

о \' ((О) — ^ 

I 0 при других | (0 |, 


и белого шума, спектральная плотность которого равна 0,1 ВѴГц. 

а) Определите ІР', при котором максимизируется отношение сигнал/шум 
по мощности на выходе этого фильтра. 

б) Определите Ѵ7 , при котором минимизируется средний квадрат ошибки 
между входным сигналом и суммарным процессом на выходе фильтра. 

9.5.1, Наблюдается аддитивная смесь сигнала, форма которого иллюстри- 
РУется «а рисунке, и белого шума, спектральная плотность которого равна 



а) Найдите импульсную характеристику каузального фильтра, максими- 
зирующего отношение сигнал/шум на его выходе при ( 0 = 2. 

б) Определите максимальное отношение сигнал/шум на выходе фильтра. 

в) Повторите выполнение пп. а и б при 1 0 = 0. 

9.5.2. Наблюдается аддитивная смесь сигнала, описываемого выражением 

* (0 — № и (() (и (I) — единичная ступенчатая функция), и белого шума, спек- 
тральная плотность которого равна 0,005 В 2 /Гц. 

а) При условии использования какого-либо линейного фильтра определите, 
каково наибольшее отношение сигнал/шум на его выходе. 

б) Для какого времени наблюдения і 0 должен быть построен согласованный 
фильтр для достижения отношения сигнал/шум на выходе, составляющего 0,9 
значения, определенного в п.а? 

9.5.3. Сигнал представляет собой пакет прямоугольных импульсов, каждый 
из которых имеет амплитуду 1 В и длительность 1 мс. Частота следования 
импульсов в пакете составляет 100 Гц. Такой сигнал наблюдается на фоне бе- 
лого шума, спектральная плотность которого равна 0,001 В г /Гц. 

а) В случае использования каузального фильтра, согласованного с сигна- 
лом в виде пакета N импульсов, выразите достижимое отношение сигнал/шум 
на его выходе как функцию N. 

б) Из скольких импульсов должен состоять пакет, чтобы фильтр, согласо- 
ванный с таким сигналом, позволил получить отношение сигнал/шѵм на 
выходе 100? 

в) Изобразите структурную схему, иллюстрирующую реализацию такого 
согласованного фильтра на основе интегратора со сбросом и трансверсального 
фильтра. 

Ѳ-5. 4 . На рисунке приведена структурная схема другого варианта фильтра, 
который может использоваться для обработки пакета импульсов, рассмотрен- 
ного в задаче 9.5.3. Этот вариант представляет собой рекурсивный фильтр, ко- 
торый в отличие от согласованного фильтра не искажает форму импульса. 

а) Определите наибольший коэффициент усиления А, при котором фильтр 
остается устойчивым, 
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б) Запишите соотношение между отношением сигнал/шум на выходе этого 
фильтра и коэффициентом усиления А. 

в) Определите значение параметра А. требуемое для достижения отно- 
шения сигнал/шум на выходе, равного 100. 



9.5.5. На схеме показан детектор частиц, подсоединенный к усилителю 
к выходу которого подключен согласованный фильтр. Детектор частиц модели- 
руется устройством, имеющим внутреннее сопротивление 1 МОм и формирующим 
на его выходе при обнаружении каждой частицы перепад напряжения « (/), 
описываемый временной функцией вида 

« (/) = 10" 4 ехр [— 10 6 /] и (/), 



где и (() — единичная ступенчатая функция. Входная цепь усилителя может мо- 
делироваться схемой из параллельно включенных резистора сопротивлением 
1 МОм и источника тока, ток которого представляет собой белый шум со спект- 
ральной плотностью ІО -26 А 2 /Гц. Пусть выходное сопротивление усилителя 
пренебрежимо мало по сравнению со входным сопротивлением фильтра. 

а) Определите импульсную характеристику фильтра, максимизирующего 
отношение сигнал/шум на его выходе в момент времени, когда выходное напря- 
жение детектора частиц уменьшается до уровня, равного 0,01 его максимального 
значения. 

б) Определите максимальное отношение снгнал/шум на выходе фильтра. 

9.6.1. Наблюдается аддитивная смесь сигнала, представляющего собой 
стационарный случайный процесс со спектральной плотностью вида $х(ы) = 
(Ті'вѴГ + И ^ елого ш У ма ’ спектральная плотность которого равна 

а) Определите комплексную частотную характеристику некаузального ли- 
нейного фильтра, минимизирующего средний квадрат ошибки между входным 
сигналом и суммарным процессом на выходе фильтра. 

б) Определите минимум среднего квадрата ошибки при использовании 
этого фильтра. 

9.6.2. Повторите решение задачи 9.6.1 для каузального линейного фильтра. 

9.6.3. Наблюдается аддитивная смесь сигнала X (I) со спектральной плот- 
ностью вида 5х (со) = 4/((о 2 + 4) и шума со спектральной плотностью (и) =* 
= со 2 / (со 2 + 4). 


342 


Глава 9 


. а ) Определите комплексную частотную характеристику каузального ли- 
нейного фильтра, минимизирующего средний квадрат ошибки между входным 
сигналом и суммарным выходным процессом. 

б) Определите минимум среднего квадрата ошибки. 

9.6.4. На рисунке приведена схема системы, предназначенной для измере- 
ния вибраций с помощью чувствительного датчика вибраций, имеющего вну- 
треннее сопротивление 10 кОм. При наличии вибраций этот датчик формирует 
напряжение, представляющее собой стационарный случайный процесс со спект- 
ральной плотностью вида 1 1 


Зх (и) = 10 4 шѴ((о 4 + ІЗш 2 + 36), В 2 /Гц. 

10к 



К выходу датчика вибраций подключен широкополосный усилитель входная 
цепь которого может моделироваться схемой из параллельно включенных ре- 
зистора сопротивлением 10 кОм и источника шумового тока, причем ток пред- 
ставляет собой белый шум со спектральной плотностью ІО -8 А 2 /Гц Коэффициент 
усиления усилителя по напряжению равен 10, а его выходное сопротивление 
пренебрежимо мало по сравнению^ со входным сопротивлением подключенного 
к его выходу каузального линейного фильтра. 

а) Определите комплексную частотную характеристику выходного Фильтра 
измерительной системы, минимизирующего средний кваірат ошибки между 
входным сигналом фильтра и суммарным процессом на его выходе Выполните 

?ение И ймпп п ЗТ0И частотнсй характеристики так, чтобы ее максимальное зна- 
чение оыло равно единице. 

„„о ? Найдите отношение минимума среднего квадрата ошибки к среднему 
квадрату сигнала на входе фильтра. ^ 


ЛИТЕРАТУРА 


тепег Р п К п°н Че ,^ Д ѵ Уе 0 ТСЯ обратиться к литературе, приведенной в гл. 1. Особый ин- 
терес при изучении материала данной главы представляют книги [3, 7]. 


Приложение 


А. Математические таблицы 


Т ригонометрические тождества 

5ІП (А ± В) — ЗІП А С05 В ± СОЗ А ЗІП В 
СОЗ (А ± В) — СОЗ А СОЗ В т ЗІП А 5ІП В 
соз А соз В [соз (А -(- В) -р соз (А — В)]/2 
зіп А зіп В = [соз (А — В) — сов ( А -)- В )]/ 2 
зіп А соз В = [зіп {А В) -)- зіп (А — В)]/ 2 
зіп А -\- зіп В — 2 зіп [(А + В)/2] соз [(А — В)/ 2] 
зіп А — зіп В -= 2 зіп [(А — В)/2) соз [(А -)- В)/ 2] 
соз А соз В = 2 соз [(А + Я)/2] соз [(А - В)/ 2] 
соз А — соз В = — 2 зіп[(А + 5)/2) зіп [(А — В)/ 2] 
зіп 2А = 2 зіп А соз А 

соз 2 А = 2 соз 2 А — 1 = 1 — 2 зіп 2 А = соз 2 А — зіп 2 А 
зіп А/2 = [(1 — соз А)/2] І/2 
соз А/2 = [(1 + соз А)/2] 1/2 
зіп 2 А = ( 1 — соз 2 А)/2 
соз 2 А (1 +соз2А)/2 
зіп х — (еВ — е~ ,х )/2 / 
соз а: = (еі* + е~і х )/2 
еі х = соз х / зіп л; 

А соз (со/ + ср х ) -(- В соз (со/ + ср 2 ) = С соз (со/ + ср 3 ), 
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где С = [А 2 4 В 2 + 2 АВ соз (ср, - Фі )]‘/г, 

Фз = агс!§ [(Л 5ІП Фі + В ЗІП ф 2 )/(Л СОЗ Фі -]- В СОЗ ф 2 )[ 
зіп (с оі + ф) = соз (<о/ + ф 90°) 

Н е определенные 1 интегралы 
^ зіп ах йх = — а ~ 1 соз ах 

^ соз ахйх = а' 1 зіп ал: 

^ зіп 3 ах 6.x = х/2 — (зіп 2ад-)/4а 
^ х зіп ах йх = (зіп ах — ах соз ал)/а 2 
5 х 2 зіп ах йх — (2 ах зіп ах 2 соз ах — а 2 х 2 соз ал)/а 3 
5 соз 2 ах йх = х/2 + (1/4 а) зіп 2а.ѵ 

$ х соз ал йх = (соз ах ах зіп ах) /а 2 

і х соз ах <1х (2 ах соз ах — 2 зіп ах а 2 л 2 зіп ал)/а :і 

^ зіп ах зіп Ьх йх = [зіп (а — 6) л]/2 (а — 6) — [зіп (а 6)]/2 (а -)- 6), 

а 2 ^ 6 2 

5 зіп ах соз Ьхйх = ~ [соз (а 6) х]/2 (а - Ь) - 

- [соз (а + 6) х]/2 (а [ 6) , а 2 ф Ь 2 
5 соз ах соз 6л с/л = [зіп (а - 6) л]/2 (а - 6) + 

+ [зіп (а + 6) л] /2 (а -}- 6). а 2 ф Ь 2 
^ е ах йх — е ах /а 

\ хе ах йх = (ал — 1 ) е ах /а 2 
\ х 2 е ах йх = (а 2 л 3 — 2 ал + 2) е°7а 3 
5 зіп Ьх йх — (а зіп 6л -- 6соз6л)<?°*/(а г -|- Іг) 

5 еалг соз 6л с/л = (а соз Ьх - [- 6 зіп Ьх) е ах / (а 2 -}- 6 2 ) 
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Определенные интегралы 

оо 

^ х п е~ ах сіх = п ! /а п + 1 = Г (п-\- 1 )/а п + 1 , 
о 

оэ 

где Г (и) = ^ г и - [ е~ г Лг — гамма-функция 

о 

§ ехр ( — г 2 х 2 ) сіх = я ! / 2 /2г 
о 

оо 

$ хехр (— г 2 х 2 )(іх = 1/2г 2 
о 

^ х 2 ехр ( — г 2 х 2 ) сіх = я 1/2 /4г 3 
о 

со 

5 х п ехр( — г 2 х 2 )Лх - Г [(п + 1)/2]/2г п + 1 
о 

оо 

^ х" 1 5ІП ах сіх = 
о 

оо 

^ х” 2 $іп 2 х сіх = я/2 
о 

оо 

5 х~ 2 $'т 2 ахсІх = | а | я/2 
о 

я ял: 

5 зіп 2 тх йх = ^ 8іп 2 * йх = ^ сов 2 тх йх = 

О 0 0 

я 

= | сов 2 хЛх= я/2, т— целое 
о 

я я 

| 5іп /пх зіп пх йх = | соѣтхсоѣпхйх = 0, т, и— целые, тфп 


я/2, а>0, 

О, а = О, 

-я/2, а <С О 


1 5І 


5іп тх со5 пх йх = 


Г 2 т/(т 2 — п 2 ), т п — нечетное, 
(О, т-\-п — четное 
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Приложение 


Преобразование Фурье 


! (О 

/=■ (и) 

Определение пре- 
образования 

1 (0 = (1/2я) | Р (со) ехр (/со/) (ісо 

^(со) = 

Фурье 

-сю 

00 



= | /(0 ехр ( — /соОХ 



х а/ 

Теорема об изме- 

/(-0 

Р(-со) 

нении знака 



Свойство симме- 

Р(і) 

2я / (—со) 

трии 



Теорема подобия 

К аі ) 

(1/| а |) ^ (со/ а) 

Теорема о сдвиге 

/ (1 ~ к) 

ехр (— /со/ 0 ) Т (со) 

Теорема о ком- 

Г ( і ) 

Р* (—со) 

нлексном сопря- 
жении 



Теорема о диффе- 

й п і (і)/сі/ п 

т я р (<в) 

ренцировании 
во временной 
области 



Теорема о диффе- 

П (0 

(/)" с/”/ 7 (со)/Ло п 

ренцировании 
в частотной об- 



ласти 

1 


Теорема об инте- 

( / № 

Т 7 (со) //со -|- 

грировании 

—сю 

+ л/ 7 (0) 6 (со) 

Теорема о свертке 

( /і (X) /, (1 - 1) СІІ 

Рі (м) ^2 (ш) 

во временной 
области 

— 00 



со 

00 

Теорема Парсева- 

1 к (і) к (і) сП 

(1/2л) 1 У 7 , (со) Т 2 х 

ЛЯ 





X (—со) с/со 

Теорема о свертке 

/і (0 к (0 

(1/2л) [ Р, (І) X 

в частотной об- 


— оо 



X Л (со - 1) аі 

Теорема о моду- 

ехр (/ш о 0 / (і) 

р (со — со 0 ) 

ляции 


6-функция 

6(0 

1 
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Продолжение табл. 


МО 


Р (со) 


Единичная функ- 
ция 


Ф ун кци я -си гнату- 
ра 


Синус 

Косинус 


Прямоугольный 

импульс 


Треугольный им- 
пульс 


Гауссовский им- 
пульс 

Ряд Фурье 


Последователь- 
ность б-функций 


Постоянная вели- 
чина 


и (I) 


I 1, О, 


іо, ( < О 
-1, г<0, 

5§п I = { 0, і = О, 

*> О 


соз со,/ 


-Т/2 О Т/2 


2 а п ехр (/2я пі/Т) 

1= -СО 

2 6(1— пТ) 


К 



1 







яб (со) -)- 1/ /со 

2 //со 

—/'я [б (со — со 0 ) — 
— б (о) + 0) 0 ) ] 

я [б (со — со 0 ) 4- 
4- б («в 4- со 0 ) ] 

Т зіп (со772)/(соГ/2) 


(Г/2) X 

X [зіп (соГ/4)/(шГ/4)] 3 


(я |/2 /а)ехр ( — со 2 /4а 2 ) 


2я а п б (со - 

П— —СО 

— 2я п/Т) 

(2я ІТ) б (со - 

П= — СО 

— 2я ПІТ) 


2яКб (со) 


12 * 
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Одностороннее преобразование Лапласа 



/ (0 

Р (5) 

Определение 

[(() = (1/2 л/) X 

Е (я) = [ / (1) е~ ѣі сІІ 


С+І ОО 

0 


X [ Е (з) е $1 сіе 



С- / со 


Теорема о произ- 

Г (() = аі (і)І йі 

яЕ (з) - / (0) 

водной 


Теорема о второй 

Г (. і ) = а 2 ! (()/№ 

я 2 Е (з) - з/ (0) - Г (0) 

производной 


Теорема об инте- 

і 

1 / (?) 0.1 

0 

(1/я) Е (я) 

грировании 

Теорема об умно- 

іі (1) 

— йР (з)/сІ5 

женин на 1 


Теорема о делении 

І (0 н 

[ Р(Ъ)Л 

на і 


$ 

Теорема о сдвиге 

/ (І — Со) и(і— і„) 

ехр (— зС 0 ) Р (з) 

Теорема об экспо- 

е- аі П() 

р (я + а) 

ненциальном за- 
тухании 



Теорема подобия 

1 (аі), а> 0 

(1 /а) Р (а/ а) 

Теорема о свертке 

\ /і М І2 (І - Я) Л 

Р\ (я) Е 2 (з) 

Теорема о значе- 

/(+ 0) 

Ніи зЕ (з) 

нии при 1=0 


5 -► СО 

Теорема о значе- 

/ (оо) 

1 і т зЕ (з) 

нии при 1 = ОО 


5 -► 0 



(полюсы Е (з) расположены 



в левой полуплоскости) 

6-функция 

6 (1) 

1 

Единичная функ- 

и (1) 

1/5 

ция 



Линейная функ- 

1 и (1) 

1/з 2 

ЦИЯ 



Возрастающая 

і п и (і) 

п\/з п+1 

функция п- й сте- 


пени 
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Продолжение табл. 



! и) 

Г 00 

Убывающая экс- 
поненциальная 
функция 

ехр ( — а.1) и (() 

1/(5 а) 

Убывающая ли- 
нейно-экспонен- 
циальная функ- 
ция 

і ехр (~а.І) и (() 

1/(5 + а) 2 

Синусоидальная 

функция 

5Іп (р/) и (і) 

№ + Р 2 ) 

Косинусоидальная 

функция 

со5 (рі) и (() 

5 / (« 2 -}- Р 2 ) 

Затухающая си- 
нусоидальная 
функция 

ехр (— аі) 5Іп (Рб и (() 

. р/[(5 + а) 2 + р 2 ] 

Затухающая ко- 
синусоидальная 
функция 

ехр (—аі) со5 (р і) и (() 

(5 + а)/ [(.т + а)' 2 + р 2 ] 


Б. Наиболее часто встречающиеся функции 
распределения вероятностей 

В приложениях теории вероятностей к решению практических 
задач некоторые функции распределения вероятностей встреча- 
ются чаще других. Ниже приведены математические выражения 
для таких функций распределения вероятностей, а также их ос- 
новные параметры. 

В приложении используются следующие обозначения: 

Р (х) — вероятность случайного события л: 
!х ( х ) — плотность распределения вероят- 
_ ностей случайной величины X 

X — Е [X ] — математическое ожидание слу- 
чайной величины X 

ох — Е [(X — X) 2 ] — дисперсия случайной величины X 

со 

Ф ( и ) — | !х (х) ехр (]' их) йх — характеристическая функция слу- 

— оо 

чайной величины X. 
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Дискретные плотности распределения вероятностей 
Распределение Бернулли 

(специальный случай биномиального распределения) 
( р, х ■--- 1 , 

Р ( х ) : <7 = 1 — р, х 0 , 0 < р < 1 , 

ІО, .V Ф 0, хф\. 

[х {х) = р6(х - 1) Н -яЬ(х), 

Х = р, о'х = рд, ф(ы) = 1 — р + рехр(/ы). 


Биномиальное распределение 

(") Р*?' 1- *, х = О, 1, 2, и, 


Р (х) = 


Р (*) = . 

О , Л' 0 , 1 , 2 , . . . , /і , 

О < р < 1 , ?=1— р, л=1, 2, .... 

[х (х) = 2] (") рУ‘-*6 (а: — /г), 

к=0 

X = яр, а л = пр< 7 , ф (я) = [1 — р + р (<?'")]"■ 
Распределение Паскаля 

(*і|) РѴ П . X -= л, /г + 1 

О, х = 0 , ..., я — 1 , 

О < р <1 , < 7 = 1 — р, я = 1,2,3,..., 

X = яр -1 , ах = ярр -2 , ф(и) = р" ехр (]пи) [ 1 — <7 ехр (р/)Р". 

Распределение Пуассона 

Р (л-) = а х е~ а іх !, а >0, .ѵ О, 1 . 2 

X = а, ах = а, ф (и) ехр {о [е’“ - 1]). 
Непрерывные распределения 

Бета-распределение 

(а + Ь- 1) ! д : а — 1 (1 -х) ь ~ 1 /(а -1)1(6- 1)!, О < лг < 1, 
О, х < 0 , .ѵ> 1 , 

а>0, Р >• 0. 

X = а/(а + Ь), а* = аЬ/(а -)- Р) 3 (а + Ь -)- 1 ) . 


Іх(х) 
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Распределение Коши 

1х{х) = а/л[а 2 + (х-Ь)% — оо<^<оо, 

О- > 0, — ооСЬСоо. 

Математическое ожидание и дисперсия не определены 
Ф (и) = ехр ЦЬи — а | и |) 


Хи-квадратичное распределение 

Г [Г (я/2)]- 1 2~п/2 х п /2-і еХ р ( — х /2), 

ІО, 

п = 1 , 2 , 


х> О, 
х<0, 


х = п, Ох = 2 п, Ф (и) = (I — 2\и)~ пП . 


Распределение Эрланга 
Г а п х ,І ~ 1 ехр ( — ах)/(п — 1)1, 

Ь, 


а> 0, п = 1, 2, 


х>0, 

х<0, 


X -- па ох = па ", ср (и) = а п (а — /и) ". 


Экспоненциальное распределение 
( а ехр (— ах), *>0, 

МХ) = І0, х<0, 

а>0, 

X а ', о х = а~~, ф (и) — а (а — і'и)~ 1 . 

Г амма-распределение 
Гх я ехр(— х/Ь)/а\ Ь а +\ ,ѵ>0 

,лМ “Ь. ,«>: 

а > — 1 , Ь> О, 

Х = (а-\-1)Ь, ох = {а + 1 ) Ь 2 , ф (и) = (1 — /6и) _(а+,) . 


Распределение Лапласа 

[х (х) = а ехр ( а\х — Ь\)12, — оо<х<оо, — оо<^Ъ<^оо 

а> О, 

X = Ь, о\ — 2а \ ф (и) = а~ ехр (]Ьи) (а 2 -}- и 2 )~‘. 


352 


Приложение 


Логарифмически нормальное распределение 


.. Г ехр {— [1п (х — а) — Ь] 2 /2о 2 \/(2п)Ѵ 2 о (х — а), х>а, 
:М= (о, х<а, 

(Т>0, — оо </ а <С°о , — оо <&< оо, 

X = а- 1- ехр ( Ь + о 2 / 2), а| = ехр (2 Ь -)- а 2 ) [ехр (а 2 ) — 1 ] 


Распределение Максвелла 



а > О, 


X = (8/ л) 1/2 а 1 , о\ = (3 - 8/я) а -2 , 


Распределение Гаусса (нормальное распределение) 

!х (х) = (2я)“' /2 ох' ехр [— (х — Х) 2 /2 о 2 х], — оо < х < оо 

сГг^О, — оо<Х<оо, ср (и) — ехр ЦиХ — іГо х /2] 

Двумерное распределение Гаусса 

Іх, у(х, У) = (гшт.уОу)- 1 )! - р 2 )- 1/2 ехр |[— 1/2(1 - р 2 )] х 

X [((х - Х)/ст Л -) 2 + (( у - Г)/Сту) 2 - 2р (х - X) (у - К)/ст л -Оу]}, 

— оо<х<оо, — оо<р<оо, а ѵ >0, Оу>0, — 1 < Р < 1 , 

ср (и, ѵ ) = ехр ЦиХ + ]ѵУ — (іГох + 2р иѵо х о у + ггсф)/ 2)] 

Распределение Рэлея 



( (х/а 2 ) ехр (— х 2 /2а 2 ), х > О, 
і 0, х<0, 


х<0 


Х = а 


а (я/2) І/2 , о х — (2 — я/2) а 2 . 


Равномерное распределение 
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X — (а Ь)/2, о\ = (Ь — а)~/ 12, 

Ф (и) = [ехр ЦиЬ) — ехр (/ыа)]//м (6 — а). 


!х ( х ) 


Распределение Вейбулла 

( аЪх ь ~ х ехр ( — ах ь ), лг > О, 

(О, х<0, 


X — (1/а) 1/й Г (1 + Ь~ х ), 


а> О, &>0, 

4 = (1 Іа) 2,ь {Г (1 +2Ь _1 ) 


[г(і + й-')] 2 } 


В. Биномиальные коэффициенты 



ІО 

п 

12 

13 

14 

15 

16 

17 

18 
19 


10 

И 

12 

13 

14 

15 

16 

17 

18 
19 


36 

45 

55 

66 

78 

91 

105 

120 

136 

153 

171 


84 

120 

165 

220 

286 

364 

455 

560 

680 

816 

969 


126 

210 

330 

495 

715 

1001 

1365 

1820 

2380 

3060 

3876 


126 

252 

462 

792 

1287 

2002 

3003 

4368 

6188 

8568 

11628 


84 

210 

462 

924 

1716 

3003 

5005 

8008 

12376 

18564 

27132 


36 

120 

330 

792 

1716 

3432 

6435 

11440 

19448 

31824 

50388 


45 

165 

495 

1287 

3003 

6435 

12870 

24310 

43758 

75582 


(:М-"')- (;: :) 


і 

10 

55 

220 

715 

2002 

5005 

11440 

24310 

48620 

92378 
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Г. Нормальное распределение 

Ф(х) = —)= | х Г 1 ' 2 ' 2 А; Фі-Х) = I - ф(х) 


X ,00 . 01 .02 .03 . 04 .05 . 06 . 07 . 08 .09 


0,0 

,5000 

,5040 

.5080 

.5120 

.5160 

.5199 

.5239 

.5279 

.5319 

.5359 

о;і 

,5398 

,5438 

.5478 

.5517 

.5557 

.5596 

.5636 

.5675 

.5714 

.5753 

0,2 

,5793 

,5832 

.5871 

.5910 

.5948 

.5987 

.6026 

.6064 

.6103 

.6141 

0,3 

,6179 

,6217 

.6255 

.6293 

.6331 

.6368 

.6406 

.6443 

.6480 

.6517 

0,4 

,6554 

,6591 

.6628 

.6664 

.6700 

.6736 

.6772 

-.6808 

.6844 

.6879 

0,5 

,6915 

,6950 

.6985 

.7019 

.7054 

.7088 

.7123 

.7157 

.7190 

.7224 

0,6 

,7257 

,7291 

.7324 

.7357 

.7389 

.7422 

.7454 

.7486 

.7517 

.7549 

0,7 

,7580 

, 761 | 

.7642 

.7673 

.7704 

.7734 

.7764 

.7794 

.7823 

.7852 


д : 

.00 

.01 

.02 

.03 

.04 

.05 

.06 

.07 

.08 

09 

0.8 

.7881 

.7910 

.7939 

.7967 

.7995 

.8023 

.8051 

.8078 

.8106 

.8133 

0.9 

.8159 

.8186 

.8212 

.8238 

.8264 

.8289 

.8315 

.8340 

.8365 

.8389 

1.0 

.8413 

.8438 

.8461 

.8485 

.8508 

.8531 

.8554 

.8577 

.8599 

.8621 

1.1 

.8643 

.8665 

.8686 

.8708 

.8729 

.8749 

.8770 

.8790 

.8810 

.8830 

1.2 

.8849 

.8869 

.8888 

.8907 

.8925 

.8944 

8962 

.8980 

.8997 

.9015 

1.3 

.9032 

.9049 

.9066 

.9082 

.9099 

.9115 

.9131 

.9147 

.9162 

.9177 

1.4 

.9192 

.9207 

.9222 

.9236 

.9251 

.9265 

.9279 

.9292 

.9306 

.9319 

1.5 

.9332 

.9345 

.9357 

.9370 

.9382 

.9394 

.9406 

.9418 

.9429 

.9441 

1:6 

.9452 

.9463 

. 9474 . 

.9484 

.9495 

.9505 

.9515 

.9525 

.9535 

.9545 

1.7 

.9554 

.9564 

.9573 

.9582 

.9591 

.9599 

.9608 

.9616 

.9625 

.9633 

1.8 

.9641 

.9649 

.9656 

.9664 

.9671 

.9678 

.9686 

.9693 

.9699 

.9706 

1.9 

.9713 

.9719 

.9726 

.9732 

.9738 

.9744 

.9750 

.9756 

.9761 

.9767 

2.0 

.9772 

.9778 

.9783 

.9788 

.9793 

.9798 

.9803 

.9808 

.9812 

.9817 

2.1 

.9821 

.9826 

.9830 

.9834 

.9838 

.9842 

.9846 

.9850 

.9854 

.9857 

2.2 

.9861 

. 9864 . 

.9868 

.9871 

.9875 

.9878 

.9881 

.9884 

.9887 

.9890 

2.3 

.9893 

.9896 

.9898 

.9901 

.9904 

.9906 

.9909 

.9911 

.9913 

.9916 

2.4 

.9918 

.9920 

.9922 

.9925 

.9927 

.9929 

.9931 

.9932 

.9934 

.9936 

2.5 

.9938 

.9940 

.9941 

.9943 

.9945 

.9946 

.9948 

.9949 

.9951 

.9952 

2.6 

.9953 

.9955 

.9956 

.9957 

.9959 

.9960 

.9961 

.9962 

.9963 

.9964 

2.7 

.9965 

.9966 

.9967 

.9968 

.9969 

.9970 

.9971 

.9972 

.9973 

.9974 

2.8 

.9974 

.9975 

.9976 

.9977 

.9977 

.9978 

.9979 

.9979 

.9980 

.9981 

2.9 

.9981 

.9982 

.9982 

.9983 

.9984 

.9984 

.9985 

.9985 

.9986 

.9986 

3.0 

.9987 

.9987 

.9987 

.9988 

.9988 

.9989 

.9989 

.9989 

.9990 

.9990 

3.1 

.9990 

.9991 

.9991 

.9991 

.9992 

.9992 

.9992 

.9992 

.9993 

.9993 

3.2 

.9993 

.9993 

.9994 

.9994 

.9994 

.9994 

.9994 

.9995 

.9995 

.9995 

3.3 

.9995 

.9995 

.9996 

.9996 

.9996 

.9996 

.9996 

.9996 

.9996 

.9997 

3.4 

.9997 

.9997 

.9997 

.9997 

.9997 

.9997 

.9997 

.9997 

.9998 

.9998 

3.5 

.9998 

.9998 

.9998 

.9998 

.9998 

.9998 

.9998 

.9998 

.9998 

.9998 

3.6 

.9998 

.9999 

.9999 

.9999 

.9999 

.9999 

.9999 

.9999 

.9999 

.9999 

3.7 

.9999 

.9999 

.9999 

.9999 

.9999 

.9999 

.9999 

.9999 

.9999 

.9999 

3.8 

.9999 

.9999 

.9999 

.9999 

.9999 

.9999 

.9999 

1.0000 

1.0000 

1.0000 


. (5-функция 
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Е. Распределение Стьюдента 



Ж. Программы расчета на ЭВМ оценок корреляционных 
функций и спектральных плотностей 

Приводимые ниже программы на алгоритмическом языке 
ФОРТРАН полезны для оценивания корреляционных функций 
и спектральных плотностей при использовании данных, записан- 
ных в файл, именуемый далее как «данные». Предполагается, 
что данные состоят из выборочных значений случайной времен- 
ной функции; выборки осуществляются на равноотстоящих ин- 
тервалах времени А I = 1с. Общее число точек, соответствующих 


о о и ^юиии — < ои ии 
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данным, которые должны быть загружены в файл в формате 
(1 10.7), составляет тт. С целью иллюстрации мы полагаем 
пп = 31 и тт = 1000, но могут использоваться и другие значе- 
ния при условии, что пп < тт. 

Первая программа предназначена для вычисления математи- 
ческого ожидания выборки и корреляционной функции К (к АІ) 
для к = 0, 1, ..., пп, а также расчета верхней границы дисперсии 
оценки корреляционной функции с использованием полученных 
оценок первых двух параметров. Вторая программа обеспечивает 
расчет оценки корреляционной функции и применение результа- 
тов этого расчета для оценивания спектральной плотности 
5 (яЛсо), ц = 0, 1, ..., пп при использовании спектрального окна 
Хэмминга. 


Оценка корреляционной функции 
ПАРАМЕТР (пп = 31, тт = 1000) 

ОПИСАНИЯ ПЕРЕМЕННЫХ 


ЦЕЛОЕ І1, і2, п 

ВЕЩЕСТВЕННЫЕ ДАННЫЕ (0: (тт — 1)), г (0: пп), 
МАТЕМАТИЧЕСКОЕ ОЖИДАНИЕ, ДИСПЕРСИЯ 
НАЧАЛО (ЕДИНИЦА = 2, ФАЙЛ = «ДАННЫЕ», 
СТАТУС = «СТАРЫЕ») 

ВЫПОЛНИТЬ 4 іі = 0, (тт — 1) 

ЧИТАТЬ (2,5) ДАННЫЕ (ІІ) 

ФОРМАТ (1 10.7) 

ВЫЧИСЛИТЬ МАТЕМАТИЧЕСКОЕ ОЖИДАНИЕ. 

ВЫПОЛНИТЬ 10 іі = 0, (тт — 1) 
МАТЕМАТИЧЕСКОЕ ОЖИДАНИЕ = МАТЕМАТИ- 
ЧЕСКОЕ ОЖИДАНИЕ + ДАННЫЕ (іі) 
ПРОДОЛЖИТЬ 

МАТЕМАТИЧЕСКОЕ ОЖИДАНИЕ = МАТЕМАТИЧЕ- 
СКОЕ ОЖИДАНИЕ/тт 

ПЕЧАТЬ*, «МАТЕМАТИЧЕСКОЕ ОЖИДАНИЕ РАВНО», 
МАТЕМАТИЧЕСКОЕ ОЖИДАНИЕ 

ОПРЕДЕЛИТЬ ОЦЕНКУ КОРРЕЛЯЦИОННОЙ ФУНК- 
ЦИИ И МАКСИМАЛЬНУЮ ДИСПЕРСИЮ ЭТОЙ ОЦЕН- 
КИ 

ПЕЧАТЬ*, «ЗНАЧЕНИЯ КОРРЕЛЯЦИОННОЙ ФУНК- 
ЦИИ РАВНЫ:» 
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ВЫПОЛНИТЬ 20 п = 0, пп 

ВЫПОЛНИТЬ 30 і2 = 0, (тш — п — 1) 
г (п) = г (п) + ДАННЫЕ (і2)* ДАННЫЕ (І2 + п) 
30 ПРОДОЛЖИТЬ 

г (п) = г (п)/(тт — п) 

ПЕЧАТЬ*, «Р («, п,»)», г (п) 

ДИСПЕРСИЯ = ДИСПЕРСИЯ + г (п)**2 
20 ПРОДОЛЖИТЬ 

ДИСПЕРСИЯ = (ДИСПЕРСИЯ* 4, 0-2,0* г (0))/тт ' 

ПЕЧАТЬ*, «МАКСИМАЛЬНАЯ ДИСПЕРСИЯ ОЦЕНКИ 

РАВНА», ДИСПЕРСИЯ 

СТОП 

КОНЕЦ 


Оценка спектральной плотности 

ПАРАМЕТР (пп = 31, тт = 1000) 

С 

С ОПИСАНИЯ ПЕРЕМЕННЫХ 
С 

ЦЕЛОЕ П, і2, і5, п, я 

ВЕЩЕСТВЕННЫЕ ДАННЫЕ (0: (тш — 1)), г (0: пп), 
г$ (—1: (пп + 1)), Ьз (0: пп), ПИ 
С 

ПИ = 4,0 * агс!§ (1 ,0) 

НАЧАЛО (ЕДИНИЦА = 2, ФАЙЛ = «ДАННЫЕ», СТА- 
ТУС = «СТАРЫЕ») 

ВЫПОЛНИТЬ 4 П = 0, (шт — 1) 

4 ЧИТАТЬ (2,5) ДАННЫЕ (І1) 

5 ФОРМАТ (I 10.7) 

С 

С ВЫЧИСЛИТЬ ОЦЕНКУ КОРРЕЛЯЦИОННОЙ ФУНК- 
ЦИИ И МАКСИМАЛЬНУЮ 
С ДИСПЕРСИЮ ОЦЕНКИ 

ПЕЧАТЬ*, «ОЦЕНОЧНЫЕ ЗНАЧЕНИЯ КОРРЕЛЯ- 
ЦИОННОЙ ФУНКЦИИ РАВНЫ:» 
ВЫПОЛНИТЬ 20 п = 0, пп 

ВЫПОЛНИТЬ 30 і2 = 0, (тт — п — 1) 
г (п) = г (п) + ДАННЫЕ (і2)* ДАННЫЕ (І2 + п) 
30 ПРОДОЛЖИТЬ 

г (п) = г (п)/(тт — п) 

ПЕЧАТЬ*, «Р («, п, »)», г (п) 

20 ПРОДОЛЖИТЬ 
С 

С ВЫЧИСЛИТЬ ОЦЕНКУ СПЕКТРАЛЬНОЙ ПЛОТНОСТИ 
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3. Корреляционные функции — спектральные плотности 
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С 

С 


50 


40 


С 


60 


ПРИ ИСПОЛЬЗОВАНИИ СПЕКТРАЛЬНОГО ОКНА 
ХЭММИНГА 


ПЕЧАТЬ*, «ЗНАЧЕНИЯ СПЕКТРАЛЬНОЙ ПЛОТНОСТИ 
РАВНЫ:» 

ВЫПОЛНИТЬ 40 ц = 0, пп 
СУММА = 0,0 

ВЫПОЛНИТЬ 50 і5 = 1, (пп — 1) 

СУММА = 2,0 * г (і5) * соз (п * і5 * ПИ/пп) + 
+ СУММА 

продолжить 

Г5 (я) = г (0) + г (пп) * соз (я * і5 ПИ/пп) + 
СУММА 
ПРОДОЛЖИТЬ 

Г5 (—1) = Г5 (1) 
гз (пп + 1) = 0,0 


ВЫПОЛНИТЬ 60 я = 0, пп 

Ьз (я) = 0,54 *гз (я) + 0,23* (гз (я + 1) + гз (я 
ПЕЧАТЬ*, «5 (», я * ПИ/пп,») = », Ьз (я) 
ПРОДОЛЖИТЬ 
СТОП 
КОНЕЦ 


- 1 )) 


И. Интегрирование по контуру 

При анализе линейных систем часто приходится иметь дело 
с интегралами следующих типов: 

С ~\~І 00 

(1/2я /■) I Г( 5 )е 5 М5, (И.1) 

С — /со 


со 

(1/2п/) ] 8 Х (з) сІ8. 

— оо 


(И.2) 


Интеграл (П.1) представляет собой формулу обращения преобра- 
зования Лапласа, а интеграл (И.2) определяет значение сред- 
него квадрата случайного процесса X ((), имеющего спектраль- 
ную плотность 5 Х (з). Эти интегралы могут быть вычислены эле- 
ментарными методами только в незначительном числе частных 
случаев. Однако вследствие достаточно «хорошего» в общем слу- 
чае поведения подынтегральных функций эти интегралы часто 
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могут быть вычислены с помощью простой процедуры, предпола- 
гающей использование метода вычетов. Этот метод основан на 
применении теоремы о вычетах теории функций комплексного 
переменного и формулируемой следующим образом: если функ- 
ция Р (з) аналитична внутри замкнутого контура С и на нем (ино- 
гда в формулировке теоремы используется термин «регулярна 
в односвязной области». - — Перес). за исключением конечного 
числа особых точек, то интеграл от функции Р (з) по этому замкну- 
тому контуру равен произведению 2я/ на сумму вычетов относи- 
тельно полюсов Р (5), лежащих внутри контура С. Тогда 

с|) Р ( з ) сіз = ; 2я/ |(вычеты относительно полюсов). (И.З) 

с 

Левая часть выражения (И.З) означает, что осуществляется ум- 
ножение выбранных значений функции Р ( 5 ) на каждом из интер- 
валов разбиения контура С на длины этих интервалов и суммиро- 
вание полученных произведений по всему контуру. Обход контура 
(т. е. путь интегрирования) осуществляется против часовой стрел- 
ки. Изменению направления обхода соответствует появлению 
знака «минус» в правой части (И.З). 

Чтобы использовать (И.З) при вычислении интегралов вида 
(И.1) и (И.З), необходимо реализовать два этапа: во-первых, ос- 
воить метод вычисления вычета относительно некоторого полюса и, 
во-вторых, связать интегрирование по замкнутому контуру с вы- 
числением определенного интеграла, для которого путь интегри- 
рования (см. И.1 и И. 2) не является замкнутым. 

Сначала рассмотрим вопрос, связанный с полюсами и опреде- 
лением вычетов относительно них. Некоторая однозначная функ- 
ция Р ( 5 ) называется аналитической в точке з = з 0 , если она диф- 
ференцируема в каждой точке окрестности з 0 , включая саму з 0 . 
Функция называется аналитической в некоторой области комплекс- 
ной плоскости (з-плоскости), если она является аналитической 
в каждой точке этой области. Если функция аналитична в каждой 
точке окрестности з 0 , исключая саму з 0 , то з 0 называется особой 
точкой. Например, функция Р (з) = 1/(з — 2) имеет производную 
Р' («) = — 1/(5 — 2) 2 . Очевидно, что эта функция является анали- 
тической всюду, кроме точки з = 2. Изолированной особой точкой 
называется некоторая точка в области, в пределах которой функ- 
ция аналитична всюду, кроме этой точки. Ясно, что вышеприве- 
денная функция имеет изолированную особую точку, соответст- 
вующую з=2. Наиболее часто приходится иметь дело со случаем, 
когда особой точкой является полюс. Говорят, что функция Р (з) 
имеет полюс гс-го порядка (порядка п) в точке з = з 0 , если для 
этой функции, равной бесконечности при з = з 0 , при ее умноже- 
нии на (з — з 0 ) л , где п — целое положительное число, устраняется 
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сингулярность Р (з). Например, функция 1/зіп з имеет полюс, 
равный з = 0, и может быть записана в виде 

Р (з) = 1/зіп з = 1/ [з — (з 2 /3!) + 

+ (з 5 /5!) — ...]. 

Умножая эту функцию на з (что означает умножение на (з — з 0 ) 
при з = 0), получим функцию 

ф (5) з/ [з — (з :, /3!) + (з 5 /5!)+ ... ] = 

= 1/П — №') + (з 4 /5!) +...], 

которая «хорошо ведет себя» при з -► 0. Поэтому можно заключить, 
что функция 1/зіп з имеет простой полюс (т. е. полюс 1-го порядка) 
при з=0. 

Важным свойством аналитических функций является возмож- 
ность представления этих функций в пределах области их анали- 
тичности сходящимися рядами. Используем это свойство для пред- 
ставления функций в окрестности особых точек. Рассмотрим функ- 
цию Р (з), имеющую полюс п- го порядка при з = з 0 . Введем но- 
вую функцию ф (з), которую определим следующим образом: 

ср (5) = (з — 5 0 ) п Р (з). (И. 4) 

Тогда ф (з) будет аналитической функцией в окрестности з 0 , так 
как устранена особенность функции Р (з). Поэтому для функции 
Ф (з) можно использовать разложение в ряд Тейлора в виде 

Ф ( 5 ) = Л_„ Н~ А-п +1 ( 5 — «о) + Л_ п+2 ( 5 — 5 о) 2 + • • • + ^-і (5 — $о) п_1 + 

оо 

-!- I] В к (5 5 0 у+Р (И. 5) 

к— 0 

Выполняя подстановку (И. 5) в (И. 4), получим для Р (з) выраже- 
ние 

Р (з) = [ Л_ п /(з — 5 0 ) п ] -ф- [Л_ п+1 /(5 — 5 0 )' і— '] + • • ■ + [ Л _ х /(з - 5 0 )] -ф- 

оо 

+ Ц 5 ь («-5о)*.(И.6) 

к = О 

Это разложение справедливо в окрестности полюса з = з 0 . Дан- 
ный ряд сходится внутри круга (кольца) с центром в точке з 0 . 
Соотношение (И. 6) называется разложением в ряд Лорана или про- 
сто рядом Лорана для функции Р (з) в окрестности особой точки 
з = з 0 . Разложение вида (И. 6) включает в себя две компоненты: 
первую, содержащую члены (з — з 0 ) с отрицательными показате- 
лями и называемую глазной частью ряда, и вторую, содержащую 
члены с нулевым и положительными показателями и называемую 
частью в виде ряда Тейлора или правильной частью ряда. Следует 
заметить, что вторая компонента представляет собой аналитическую 
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функцию в пределах комплексной 5-плоскостн (исключая бесконеч- 
ность) принимающую при 5 = 5 0 значение В 0 . Если бы функ- 
ция г (5) не обладала особенностью, то в разложении (И. 6) при- 
сутствовала бы только вторая компонента, а именно разложение 

В РЯД /т7^ ЛОра ' Коэ ФФ и ВД ент А -1 члена А_ х (з - 5 о р в выраже- 
нии (И. о) называется вычетом функции Р (5) в полюсе з — д 
Формально коэффициенты разложения в ряд Лорана могут 
быть определены путем разложения функции ср (я) в ряд Тейлора 
и последующего деления результата на (5 — 5 0 )". В большинстве 
случаев, возникающих в инженерной практике, могут быть ис- 
пользованы более простые методы. В силу свойства единственности 
представления аналитических функций следует, что какое-либо 
разложение адекватного вида (т. е. вида (И. 6)) действительно 
должно быть рядом Лорана. Когда Р (з) есть отношение двух поли- 
номов относительно 5, существует простая процедура разложения 
в ряд Лорана, а именно: необходимо ввести в рассмотрение функ- 
цию ср (5) = (5 в 0 ) п Р (з), затем осуществить замену переменных 
вида 5 — 5 0 = ѵ, т. е. 5 = ѵ + 5 0 , далее разложить функцию ф (ѵ +5„) 
относительно точки ѵ = 0 делением знаменателя на числитель 
н наконец заменить ѵна(з- 5о ). В качестве примера рассмотрим 
функцию Р (з) вида Р (з) = 2/з 2 (з 2 - 1). Пусть требуется опреде- 
лить разложение в ряд Лорана этой функции в окрестности точки 
8 = — 1 - Функция ф (5) имеет вид 


Ф ( 5 ) = 2 /з 2 (з — 1). 

В результате замены переменной вида 5 = ѵ — 1 получим 

Ф (ѵ - 1) = 2/(ѵ 2 — 2ѵ -К 1) (ѵ - 2) = 2/(ѵ 3 - 4ѵ 2 + 5ѵ - 2) = 

= 1 __ 1 

( ѵ з _ 4ѵ 2 -Р 5ѵ — 2) /2 (ѵ 3 — 4ѵ 2 5ѵ)/2 — 1 


__ _ 1 

1 — [(V 3 — 4ѵ 2 + 5ѵ)]/2 ’ 

тогда, ограничиваясь членами второго порядка малости, полу- 
чим } 

Ф (V — 1) = — { 1 + [(ѵ 3 — 4ѵ 2 + 5ѵ)/2] + [(ѵ 3 — 4ѵ 2 + 5ѵ)/2] 2 | як 

«- 1 - (5/2) ѵ- (17/4) ѵ 2 - ... . 

Осуществляя замену ѵ — 1 = 5 , запишем 

ф (5) = — 1 — Ѵ 2 (5 + 1) — (17/4) (5 + I) 2 — 

Р (5) = -1/(5 + 1) _ % _ ( 17/4 ) ( 5 + 1) _ .... 

Очевидно, что вычет равен — 1. 
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Существует полезная на практике формула для вычисления 
вычета относительно л-кратного полюса 5 = 5 0 

Кз 0 = Ф'"-» (5о)/(я - 1)!, (И. 7) 

где ф (я) = (я — я 0 )" Р (я). Из этой формулы при п = 1 легко полу- 
чить формулу вычета относительно простого полюса. Правомер- 
ность данного соотношения не ограничивается классом рацио- 
нальных функций. 

Когда функция Р (я) не представляет собой отношение поли- 
номов, допустима ее замена разложением в ряд в окрестности 
полюса, как, например, функции Р (я) = (зіп я)/я і) 2 : 

Р (я) = (зіп я) /я 2 = (1/я 2 ) [я — (з 3 /3!) + 

+ (з 5 / 5 ! ) — ... 1 = (1/я) - (я/3!) + (з 3 /5) - ... . 

В данном примере вычет для Р (я) относительно полюса я = О 
равен единице. 

Существует прямая связь между рядом Лорана и разложением 
функции Р (я) на простые дроби. В частности, если # г (я) — глав- 
ная часть разложения функции Р (я) в ряд Лорана относительно 
полюса я = з 0 , то ее разложение на простые дроби может быть 
представлено в виде 

Р (я) = (я) -{- Н 2 (я) + • • •+ Н к (я) + ^ (я), 

где первые к членов принадлежит к главной части ряда Лорана 
относительно к полюсов, а ^ (з) — полином вида ^ (я) = а 0 + 
+ а х я + а 2 з 2 + • ■ •+ а т з т , характеризующий поведение функ- 
ции Р (я) при больших я. Величина т определяется разностью 
показателей полиномов числителя и знаменателя, что справед- 
ливо до тех пор, пока остаток деления имеет показатель, меньший 
показателя знаменателя. Остаток деления может быть затем раз- 
ложен на его главные части. 

Что касается проблемы определения вычетов, единственным 
вопросом, на который осталось дать ответ, является установление 
связи между замкнутым контуром в (И.З) и разомкнутым (прямо- 
линейным) контуром интегрирования в (И.1) и (И. 2). Эта задача 
легко решается путем ограничения класса рассматриваемых 
подынтегральных функций теми из них, которые при больших 
значениях своих аргументов достаточно быстро стремятся к нулю, 
а значит, вклад от удаленных участков контуров интегрирования 
в интересующие нас интегралы будет незначителен. Таким об- 
разом, хотя действительный контур интегрирования в я-плоскости 
представляет собой прямую с пределами от з = с — /оо до 5 = 
= с + /оо (см. формулу (И.1)), для вычисления интеграла вос- 

і) ф(«-і) ( 8о ) обозначает (я — 1)-ю производную функции <р ($) по аргу- 

менту 5 при 5 = 8 0 . 
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пользуемся замкнутым контуром интегрирования, изображенным 
на рис. И.1. Замкнутый контур интегрирования состоит из от- 
резка С 1 ([с — /Я 0 , с + /7?о 1) и полуокружности С 2 , замыкаю- 
щей его слева. Тогда интеграл по замкнутому контуру равен 

$ Р ($) СІ8 = | Р (5) (ІЗ + I Р ( 5 ) СІЗ. (И. 8) 

Сі с 2 


В пределе при оо второй интеграл в правой части выраже- 

ния (И. 8) равен нулю, тогда 

С+І со 

] Р ( 5 ) сіз = 1 і т (|) Р ( 5 ) сіз — 2яу 2 (вычеты в полюсах). 

С — /оо Яо-*°0 С,+С 2 



вания В 5-ПЛОСКОСТИ. 


(И. 9) 

В каждом отдельном случае можно 
убедиться в том, насколько сущест- 
венным оказывается вклад интеграла 
по контуру С 2 в общий интеграл. 
Ниже приводятся два частных слу- 
чая, имеющих место во многих ситуа- 
циях, когда возникает проблема 
учета этого интеграла: 

1. Всякий раз, когда Р ( 5 ) яв- 
ляется рациональной функцией, по- 
казатель знаменателя которой пре- 
вышает по крайней мере на два по- 


рядка показатель числителя, справедливо равенство 

С+Іоо 


] Р (з) (І5 = (р Р ( 5 ) сіз. 


С — /оо 


Сг+С, 


2. Если Р х ( 5 ) является аналитической функцией в левой полу- 
плоскости, за исключением конечного числа полюсов, и равно- 
мерно стремится к нулю при 1 5 1 — >- оо и <т 0 (сг — вещественная 
ось на 5-плоскости — см. рис. И.1), то для положительных і 
справедливо равенство ( лемма Жордана ) 


Пт I Р г (з) е БІ сіз = 0. 

Я„=°о ^ 

Отсюда следует, что когда эти условия выполнены, оригинал / ((), 
получаемый из формулы обращения преобразования Лапласа, 
может быть определен следующим образом: 

<4-/оо 

/(О = (1/2л/) ] Р 1 {з)е в/ сІ8 

С — /оо 

= 0 /2 л/) (|) р г (5) е $/ дз = У] к], 

Сі+С, “і 
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где к і — вычет относительно /-го полюса, расположенного в ле- 
вой полуплоскости. 

Рассмотрим два примера, иллюстрирующие применение при- 
веденных процедур. 

Пример 1. Пусть случайный процесс X (і) имеет спектраль- 
ную плотность вида 

(и) = 1/(со 2 + 1) (О) 2 + 4). 

Требуется определить значение среднего квадрата этого процесса. 
Осуществляя замену переменной вида со = — /$, получим 

5х (5) = 1/(-5 2 + 1) ( 5 2 + 4) = 1/(5 2 - 1) (5 2 - 4). 

Тогда значение среднего квадрата равно 

/оо 

~Х 2 = (1/2я/) \ Й5/(5 2 - 1)(5 2 -4)- 1 = й_ 1 + ^_ 2 . 

— /оо 

Используя разложение 5* (я) на простые дроби, [получим зна- 
чения вычетов 

Ь-і = 1/( — 1 — 1) (1-4) = 1/6, 

= 1/(4 - 1) (-2-2) = -1/12. 

Тогда окончательно имеем 

X 5 = 1/6 — 1/12 = 1 / 12 . 

Пример 2. Требуется найти обратное преобразование Лапласа 
функции Р (з) = 1/5 (а + 2). Имеем 

С+/<х> 

/ (і) = (1/2 л/) | \<*Щ а + 2)1 сІз = к 0 + к_ г . 

С — / оо 

Используя (И. 7), вычислим вычеты 

ко = е 5І /(з -)- 2) | 5=0 — - 1 / 2 , 
к_ 2 = е $1 /з І5=_о = е ~ 2 ‘/( — 2), 
откуда имеем окончательный результат 

/(О = Ѵа(1 — е~ 2і ). 
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К. Ответы к некоторым задачам 

К главе 1 

1.1.1. б) 1,633, 2,237. 

1.4.1. а) 1/6, б) 1/2, в) 1/2. 

1.4.2. а) 1/18, б) 1/6, в) 1/2. 

1.4.3. а) 1/8, б) 1/2, в) 0,0602. 

1.4.4. а) Ь20, б) 41/50, в) 20/346. 

1.4.5. а) 4/15, б) 11/30, в) 1/5, г) 3/10. 

1.4.6. а) 7/120, б) 1/20, в) 1/150. 

1.6.1. а) 1/2, б) 1/2, в) 2/3, г) 1, д) 5/6, е) 2/3. 

1.6.2. а) 4/13, б) 1/52, в) 10/13, г) 5/52, д) 1/4, е) 0, ж) 1/52, з) 1/23, и) 0. 

1.6.3. а) 0,0723, б) 0,1493, в) 0,9955, г) 0,7826, д) 0,0769, е) 0,2174. 

1.6.5. 0,8075. 

1.7.1. а) 0,9246, б) 0,9468, в) 0,062. 

1.7.2. а) 0,0501, б) 0,0729. 

1.7.3. а) 0,2, б) 1/2, в) 1/8. 

1.7.4. 3/4. 

1.7.5. 0,99639. 

1.7.6. а) 0,1, б), 1/2. 

1.7.7. а) 1/2, б) 1/3, в) 2/3. 

1.8.1. Зависимые. 

1.8.2. а) Независимые, б) независимые, в) независимые, 

1.8.4. а) Независимые, б) независимые. 

1.9.1. б) 1/8. 

1.9.2. б) 0,7298, в) 0,3001, г) 0,0111. 

1.10.1. а) 0,1406, б) 0,0156. 

1.10.4. а) 0,0123, б) 0.5926. 

1.10.5. а) 350, б) 150, в) 105. 

1.10.6. а) 0,6811, б) 0,2701, в) 0,04877, г) 0,3189. 

1.10.7. а) 10, б) 4, в) 5. 

1.10.8. а) 0,1268, б) 4,32- 10~ 6 , в) 4,36- ІО -4 

К главе 2 

2.2.1. б) 0,37597, в) 0,05469. 

2.2.2. а) 0, б) 0,125, в) 0,5. 

2.2.3. а) 1,6) 0,6321, в) 0,3679, г) 8647. 

2.2.4. а) А = 1/2, Ь = л/4, б) 1/2 — 2 1/2 /4, в) 1/2. 

2.3.1. б) 0,7734, в) 0,1718. 

2.3.2. б) 0,2325, в) 0,6321. 

2.3.4. б) 0,9653, в) 9,158- 10~ 3 

2.4.1. а) 2, б) 5, в) 1. 

2.4.2. а) 0, б) 0,758, в) 0, г) 0,758. 

2.4.3. а) 1/18, б) 4, в) 18, г) 2, д) — 1,6, е) 2-6 п /(п + 2). 

2.4.4. а) 12,5, б) 93,75, 9,68, в) 0,2373. 

2.5.1. а) 0,9772, б) 0,4772, в) 0,0228. 

2.5.2. а) 1875, б) 26,875, в) 0, г) 1750. 

2.5.3. а) 1,6) 4, в) 0,8413. 

2.5.4. а) 0,2867- ІО" 6 , б) 0,9987. 

2.6.1. а) 12, б) 288, 0,0832. 

2.6.2. б) 0, в) 15. 

2.6.3. а) 32, б) 0,3127, в) 0,1054. 

2.6.4. а) 0,9, б) 11,3, в) 0,003865. 

2.6.5. а) 4,452- ІО 4 , б) 0, в) 547,7. 

2.6.6. а) 5, б) 10, в) 3. 

2.7.1. а) л"‘(1 — я 2 ) -1 / 2 , б) 0, в) 1/2, г) 1/3. 

2.7.2. а) 58, б) 64, в) 6. 
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2.7.3. а) 0,632, б) 0,1353, в) 0,0667. 

2.7.4. а) 4000, б) 0,2865, в) 0,3935. 

2.7.5. б) 0, в) 21. 

2.8.1. а) 0,3679, б) 8. 

2.8.2. а) 2я _1 ( 1 — л: 2 ) _1/2 , 0<*< 1, б) 2/я. 

2.8.3. а) 0,208, б) 0,944. 

2.8.4. а) 5,1856, б) 8,0044. 

2.9.1. а) 7,979, б) 12,533. 

2.9.2. а) г ехр { (гЛ — г 2 )/2}, /■>/•„; б) 1,376. 

2.9.3. б) 2,55. 

2.9.4. а) 1/3, 1/3, б) 0, в) 25. 

К главе 3 

3.1.1. в) 9/16. 

3.1.2. а) 4, б) *Ѵ, 0<*< 1, 0<у< 1, в) 3/16, г) 2х, 0 < х < 1, 0, х < 
< 0, х > 1. 

3.1.3. а) 1/4, б) 4/9. 

3.1.4. а) 1/4, б) 12,25, в) 1,429. 

3.2.1. б) 7,979. 

3.2.2. а) 2х, б) 2 у. 

3.2.3. б) 5, в) 2. 

3.2.4. а) —2у, б) —6. 

3.3.1. а) 2/3 1 п 2, б) 3/8, в) 88/315. 

3.3.2. УУ и V статистически не зависят друг от друга. 

3.4.1. а) 76, б) 28, в) 28, 76. 

3.4.2. а) 481, 325, б) —0,1644. 

3.4.3. а) 16, б) 1/6, в) 421. 

3.4.4. а) 3, б) 3 1/2 /2, в) 3 1/2 /2. 

3.5.1. б) 0,25. 

3.5.2. б) 7/8, в) 0,68. 

3.5.3. а) 2/3, б) 0,161. 

3.6.1. V, (е~ 1 — е~ зі ) н (/). 

3.6.3. а) р, 6) р, в) р, р — 3 р 2 . 

К главе 4 

4.2.1. а) 0,3727, б) 1/12, в) 455. 

4.2.2. а) 0,2, в) 10 е . 

4.2.3. а) 0,9897, б) 10, в) 17. 

4.2.4. а) 12,5, б) 11,218, в) 12. 

4.2.5. а) 0,663, б) 0,689. 

4.3.1. а) 0,0617, б) 1 ,0 - ІО- 3 . 

4.3.2. 5002. 

4.3.3. 322 

4.4. 1 . а) 0,064, б) 0,0602. 

4.4.2. а) 1 18,66 121,34, б) 116,42 123,58. 

4.4.3. а) 1 18,95 < X < оо, б) 1 17,21 < X < оо. 

4.5.1. а) Гипотеза принята, б) гипотеза отвергнута. 

4.5.2. а) Гипотеза отвергнута, б) гипотеза отвергнута. 

4.5.3. а) 91 %, б) X = 3,997 года 

4.5.4. а) 99,78, б) 38,94, 6,24, в) гипотеза верна. 

4.6.1. б) у = 0,5455 + 0,6344л;. 

4.6.2. б) у = 326,33 — 15,14г. 

К главе 5 

5.1.1. б) 7776, в) 1/7776, г) 1/7776. 

5.1.2. а) 2,5, б) 5, в) 5. 
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1:1:1: 3 ПД^ЦѴ 2,ВД1 - 4 ■> 5 <*•*•>■ 

5.4.2. а) Нестационарный, б) Стационарный в широком смысле. 

5.6.1. а) 0,0362, б) 1/21. 

5.6.2. 1,054. 


К главе 6 


6 . 1 . 1 . 

6 . 1 . 2 . 


6 . 2 . 1 . 


6 . 2 . 2 . 

6.2.3. 

6.3.2. 

6.3.3. 

6.3.4. 

6.4.1. 

6.4.2. 

6.4.3. 

6.4.4. 


а) 0,606, б) 3,16, в) 16,07. 

а) Стационарный в широком смысле, б) Стационарный в широком смы- 
сле. в) Нестационарный в широком смысле, г) Стационарный в ши- 
роком смысле. 

а) 7У(2Г), 

б) (1/2) (Т,/Т) [ 1 — [ т | /7\) при '] = к для | т | < Т,\ 

(1/4) (Ту/Т) [ 1 - і т - (/ - к) Т 1/Т,) при )фк для 

I т — (/ — *) Т | ^ Т,\ 0 при других т. 

^ — ЬТ\ІТі\ Для |т<й7’|<Г 1 ; 0 при других т. 

(1/Г) О (т). 

б) 9, в) (3/2т) зіп 6т. 

а) ±6, 146, ПО, б) 0, 1, 3, Гц, в) 0,318. 

Только при Т = 2. 

а) 0,0362, б) —0,0460, в) —0,0387. 

а) 0,1740, б) 0,1664. 

а) 0,959 — 35,52 I т |, б) 0,0345. 

2118. 


6.5.1. А 2 ехр [—а |х|]. 

6.5.2. 2Л 2 ехр [ — а | т I ]. 

6.5.3. а) 10,0, б) 10,0, в) 10. 

6.5.4. а) X = 0 ,Ох = 5, б) дифференцируемая. 

6.7.4. 32 (т - 1) ехр [— (т — I) 2 ]. 

6.8.1. а) 10,00005, б) 0,146. 

6.8.2. а) (0,1/2) зіп (0 — <р). 

6.8.3. б) т тах = 1 т т т =0,1, г) 60 м/с. 

6.8.4. 0,281 нс. 

6.9.2. 3. 


К главе 7 

7.1.1. а) 6, б) 2Л4 (зіп іоГ)/со, в) 12 (зіп соГ)/со, г) а (іо). 

7.2.2. 4. ' 

7.2.3. а) 16, б) 1, в) 16, г) 4. 

7.3.1. а) Нет, б) да, в) да, і) нет, д) да, е) нет. 

7.3.2. а) 3, б) 83,5. 

7.3.3. а) 4, б) 40, в) 0, ±6, ±12. 

7.3.4. а) 1, б) 1. 

' 52 + 36)/(з 4 — 13з 2 + 36), б) Полюсы ±2, ±3, нули ±6, в) 0,573. 

7.4.2. в) 11,39. 

7.5.2. а) 11,2, б) 11,2. 

7.5.3. 0,05. 

7.5.4. 7. 

7.6.1. а) 10, б) 800 (зіп 2 0,025ю)/со 2 ; в) Пх (ь) = 0, 5ѵ (М = О 

7.6.2. а) 24, в) 0,0403. 

7.6.3. а) 50/я, в) 50/я. 

7.6.4. 40/(25+ со 2 ), б) 4 ехр [ — 5|т|]. 

7.7.2. а) 10 [зіп (1000тл)/1000тя ], б) 0, ві 0 4,135. 

7.8.1. а) 1, б) 0, в) 16/(ю 2 + 16). 

7.8.2. (1б-ш 2 )/(16+ со 2 ). 

7.9.1. в) 0,00299. 

7.9.2. Спектральное окно Хэмминга имеет меньший уровень боковых лепестков. 
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7.10.2. а) 19,2, б) 79,4. 

7.10.4. а) 2 В х (2 1/п — 1 ) 1/2 , б) 2 В г (іОО 17 " — 1 ) 1/2 . 


/С главе 8 


8.2.1. б) 5, в) 64. 

8.2.2. а) Ѵ 5 В со5 (20/ + 0) — 2 / 5 В 5Іп (20/ + 0), б) 0, в) 0,8В 2 . 

8.3.1. а) 0, б) 5, в) 5. 

8.3.2. а) 0, б) 8а- 1 , в) 8а' 1 . 

8.3.3. а) 0, б) 1/8, в) 1/8. 

8.3.4. 6.25. 

8.4.1. а) 0,5 ехр [ — 10 4 |т|], б) 1/2. 

8.4.1. а) 9/4, б) 35/12, в) (35/12) — 3 | т | + 4т 2 — 8 / 3 | т | 3 при —1 < т < 1 

и % при других т. 

8 5.1. 5. 

8. 5.3. Я ХУ (т) = (13/2) - т, Яѵх (т) = (13/2) + т. 

8.5.4. 50 ехр [ — 1000т] при т ^ 0, — 50 ехр [1000т] при т < 0. 

8.6.1. а) %А 2 . 

8.6.2. а) 2/3, б) (1 , 1/3) • ІО 2 , в) (1,1/3) • 10~ 2 . 

8.6.4. а) 5.7- 10~ 3 , б) 2.65-10 8 , в) 1,6- ІО 3 . 

8.7.1. а) (5+ 1)/(3х + 1), б) [5 2 (5 2 — 1)/(9 5 2 — 1)] X 1 / (х 2 — 16). 

8.7.2. в) 46656/ ( — 5 е + 46656). 

8.8.1. а) со 2 (со 2 + 1)/2 (9ш 2 + 1) (со 2 + 16), 

б) со 4 /2 (9со 2 + 1) (со 2 + 16) (со 2 + 4). 

8.8.2. а) 20-216 2 /(со 2 + 1) (со 8 + 46656), б) 20. 

8.8.3. 0,04. 

8.10.1. а) 1, б) 1,047В 1/2 . 

8.10.2. а) 0,1875, б) 12, в) 12. 

8.10.3. а) 1/(2«+ 4), б) 0,13, в) 2,63. 

8.10.4. (1/л) -ІО- 8 . 

8.10 6. (1(7/2) (л/ 1 ,386) 1/2 . 

8.10 8. а) В;+ [(В 2 — 0/С?! ], б) 6,1 -ІО 8 , в) 1,57. 

К главе 9 

9.2.1 Критерий максимума отношения сигнал/шум: (в), (г), критерий ми- 
нимума среднего квадрата ошибки: (а), (б), (д), (е). 

9.2.2. а) 406 2 / л [6 2 + (160л) 2 ], б) 46 2 /л [6 2 + (160л) 2 ], 

в) 26 2 /5л [5 2 + (160л) 2 ]. 

9.4.1. а) 80, б) 1,1. 

9.4.2. 0,648. 

9.4.3. а) 3, б) 9,16. 

9.4.4. а) 1,59, б) 1,43. 

9.5.1. а) 5 (2 — /) и (/), б) 46,67, в) 20. 

9.5.2. а) 50, б) 2,661. 

9.5.3. а) /V, б) 100. 

9.5.5. а) ІО -4 ехр [— 10" 8 (4,6- 10~ 8 — /)] и (/), б) 0.530" 13 . 

9.6.1. а) 16/(0,1ш 2 + 17,6), б) 0,6. 

9.6.2. а) 9, 27/(х+ (176) 1 / 2 ), б) 0,927. 

9.6.3. а) 4/(со 2 + 4), б) 1/2. 
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